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Lemme. — Si f,g € Q[X] sont unitaires et vérifient fg € Z[X], alors f,g € Z[X].

Démonstration. — Soit a > 0 le plus petit entier tel que af € Z[X], on pose af = f1. Soit b > 0 le plus
petit entier tel que bg € Z[X], on pose bg = g1. Supposons que ab > 1 et soit p un diviseur premier de ab,
on considere alors les morphismes 7 : Z — Z/pZ et p : Z[X] — (Z/pZ)[X]. On a fig1 = abfg € Z[X]
d’ou

mp(fi)mp(g1) = mp(fig1) = mp(ab)mp(fg) =0

et il en résulte (puisque (Z/pZ)[X] est intégre) que mp(f1) = 0 ou mp(g1) = 0, par exemple mp(f1) = 0.
On peut alors écrire fi = pfa ou fo € Z[X]. Comme f est unitaire et puisque fi; = af, a est le coefficient
dominant de f1, donc p divise a et on écrit a = pa’. 1l vient donc pa’f = f1 = pfe i.e. o' f = fo € Z[X],
ce qui est impossible puisque @’ < a. Donc ab=1 i.e. a = b= 1. ]

Proposition. — ¢, g est le polynome minimal sur Q d’une racine primitive n-¢ de l'unité. En par-
ticulier, ¢ g est irréductible dans Q[X].

Démonstration. — Soit ¢ une racine primitive n-ieme de I'unité et montrons que ¢, g = Irr(¢, Q). Soit
p premier ne divisant pas n alors (P est aussi une racine primitive n-¢ de 'unité; on pose f = Irr(¢, Q)

et g = Irr(¢P, Q).

e Puisque ¢, o(¢) =0, ¢y, est divisible par f donc on peut écrire ¢, o(¢) = fq avec ¢ € Q[X]. Comme
[ et ¢, o sont unitaires, il en est de méme de ¢. Puisque ¢,, @ € Z[X], il résulte du lemme que f € Z[X].
On obtient de méme que g € Z[X].

e Puisque ¢(¢?) = 0, ¢ est racine de g(XP) donc f(X) divise g(XP) i.e. f(X)h(X) = g(XP) avec
h € Z[X] d’apres le lemme. On considére les morphismes 7w : Z — Z/pZ et wp : Z[X]| — (Z/pZ)[X],
alors

mp (f(X))mp (MX)) = 7p (f(X)R(X)) = 7p (9(X7)).
Notons g = X4y 1 X 4o X + ap, alors

mp (g(XP)) = X% 4 ag T X@VP 4 G XP +ag
et d’apres le théoreme de Fermat on a
7P (g(XP)) = XP 4 ag P X\ P 4 LGP XP + agP
or anneau (Z/pZ)[X] est de caractéristique p donc
wp (9(XP) = X! +az X+ @mX +ag = (v (9(X)))

d’ou
mp (f(X)) mp (h(X)) = (7p (9(X)))" .
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e Soit wp (f1) € (Z/pZ)|X] un diviseur irréductible de wp (f(X)), alors wp (f1) divise (7p (¢(X)))? donc
mp (f1) divise mp (g(X)). Si f et g sont distincts, alors fg = ppcm(f, g) divise ¢, g or ¢, g divise X" —1
donc fg divise X™ — 1, on écrit X" — 1 = fgqy, d’ou

X" —1=mnp(f)mp(g9)mp(q:)-

Or 7p (f1) divise 7p (f) et wp (g) donc (7p (f1))? divise X™ — 1. Soit (Z/pZ)(€) un corps de rupture de
7p (f1) sur Z/pZ, alors p (f1) (€) = 0 donc £ est une racine multiple de X™ — 1. Comme p ne divise pas
n, on a (X" — T)/ =nX""!id.e X" —1 n’admet pas de racine multiple. Donc f = g i.e. si p ne divise
pas n, alors Irr(¢, Q) = Irr(¢?, Q).

e Soit ¢’ une autre racine primitive n-ieme de 1'unité alors on a ¢’ = (™ pour un entier m premier
avec n. Ecrivons m = p{'---pfr, aucun des p; ne divise n donc on a Irr((,Q) = Irr(¢*",Q), puis

Irr(¢Pi, Q) = Irr((¢P1)P", Q) et par récurrence, il vient Irr(¢, Q) = Irr(Cpfi,Q). Il vient ensuite
f=Tr(¢,Q) = I (gp?mpir , @) = Trr(¢™, Q) = Iir(¢', Q).

Ainsi, toutes les racines primitives n-iemes de 1'unité sont racines de f donc deg f > ¢(n). Or on a
fq = énq avec deg ¢, 0 = p(n) et f et ¢, @ unitaires, donc ¢ =1 i.e. ¢, @ = Irr((, Q). O
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