DEVELOPPEMENT 23

THEOREME DE JORDAN

On considere une application T-périodique g : R — C de classe C! telle que g soit injective sur [0, T7,
g(0) =0, ¢’(0) =1 et |¢'(¢)| = 1 pour tout ¢; on note I' = g(R).

Lemme. — [l existe o > 0 tel que, pour tout 0 < € < «, les courbes
92 () = g(t) +ieg'(t) et g-(t) = g(t) —ieg (1)

vérifient

FNgf(R)=0 et TNg-(R)=0.

Démonstration. — Puisque g est de classe C', ¢’ est uniformément continue sur [0,2L] donc

I >0/Vs,teR,|s—t|<n=]|g'(s)—g(t)] < 1.
Quitte & fixer ¢ et & considérer la fonction définie par h(s) = g(s) — g(t) — (s — t)g'(t), il découle du
théoreme des accroissements finis que

Vs,t ER,|s —t| <n=|g(s) —g(t) — (s —t)g'(t)| < |s —t|.

Puisque (s,t) — |g(s) — g(t)] est continue et puisque I'ensemble

K=1[0,L>N{(s,t) €ER?; Yn € Z,|s —t +nL| > n}
est compact, il existe (so,tp) € K tel que

a = |g(so0) — g(to)| = (Sjtr)ng lg(s) —g(t)].

Puisque (sg,tp) € K, on ne peut pas avoir sy = to + nL avec n € Z donc g(so) # g(to) i.e. « > 0.
Si (s,t) € R? vérifient |s —t+nL| > n pour tout n € Z, alors on note s’ = s + kL € [0,L] et
t' =t+ /L € [0,L] ou k,£ € Z et on a donc aussi |s —t+nL| > n pour tout n € Z. D’apreés ce qui
précede, il vient |g(s) — g(t)| = |g(s") — g(¥')| > «. On a donc

V(s,t) € R% (Yn € Z,|s —t +nL| > 1) = |g(s) — g(t)] > a > 0.
Supposons que I' N g (R) # 0 i.e. il existe s,t € R tels que g(t) = g(s) +icg/(s), d’ou

l9(t) — g(s)| = |ieg'(s)| = e < a

et il résulte du choix de a qu'il existe n € Z tel que |s — t + nL| < 1 donc, quitte & changer ¢t en t —nL,
on peut supposer que |s — t| < n. D’apres le choix de 1, on a donc

|—ieg'(s) = (t = 5)g'(s)] = [g(t) — g(s) — (t = 5)g'(s)| < |t — 5]

or |¢'(s)] = 1 d’ou |—ie — (t — s)| < |t — s/, ce qui est absurde. On a donc I' N gF (R) = 0 et on obtient
de méme I' N gZ (R) = 0. O
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Théoréme de Jordan. — C\I' a deuz composantes connexes.

t) =

|z — g(t)|* est L-périodique et continue donc atteint un
90) = 77 — g(t)z — 29(0) + g(t)g(@) done

g (O(9(t) = 2) + (9(t) — 2)g'(t) = 2Re (¢ ()(g(t) — 2))

(t1) — z sont orthogonaux.
1

Démonstration. — e Soit z € C\ T" alors 6(t

minimum ¢(¢1) mais 0(t) = (z — g(t))(Z —

0'(t) = —g'(1)Z — 2g'(t) + 9(t)g(t) + g(t)g(t)) =

don Re (¢/(1)(g(t1) — ) = 0 ive. (1) et g
(

La demi-droite [g(t1), z) contient g(t1) + icg’(t1) ou g(t1) — icg’(t1), par exemple g(t1) — ieg’(t1). Deux

cas sont possibles :

— soit g(t1) —ieg'(t1) est sur le segment [g(t1), z] auquel cas la définition de g(¢;) (comme étant le point
de T" & distance minimale de z) assure que le segment [g(t1) — icg’(t1), z] ne contient aucun point de
F’

— soit z est sur le segment [g(t1), g(t1)—ieg (t1)] auquel cas tout point du segment [z, g(t1)—icg’(t1), 2] est
de la forme g(t1)—idg'(t1) avec § < € mais on a vu que g5 (R)NI" = () donc le segment [z, g(t1)—ieg’ (t1)]
ne contient aucun point de T'.

Dans les deux cas, z peut étre joint par un segment ne coupant pas I' au point g(t1) — icg’(t1) donc,

en considérant I’arc g2 (R), au point g2 (0). Ainsi, tout point de z € C\ I" peut étre joint par un arc a

gz (R) ou g (R). 11 s’ensuit que C \ ' a au plus deux composantes connexes.

e Notons que 20 = g7 (0) = ic et 22 = g2 (0) = —ie donc

1 L/2 /(¢ 1 L/2 (¢
Indg(z:) — Indg(za_) = — L)-i—dt - — L)_dt
2 —L/2 g(t) — Ze 24 —L/2 g(t) — Ze
1 b 2ie

2im —L/zg g(t)* + ¢

L/2 /

_ry2 9(t)% + €2

Onposeat:MetaO—1alor51lex1steO<(5< tel que |a(t)? — 1 < L pour tout —§ < t < 4.
t 2 2
Comme ¢ ne s’annule pas sur le compact {t;d < [¢t| < é}, on a

/ t / / t
/ 92() _dt / I don 6/ 92() _dt 0.
s<|t|<L g(t)* +e¢ e—07F o<|t<L 9 s<|t<L g(t)?> +e¢ e—0+

2

D’autre part
/ t 2 / 1 /

T Ji<s 9()* + ¢ T Jlul<? gleu)? + €2 R U

mais
/
g (eu) 1
— 1 —_—

u?a(eu)? +1 [_g’g](u) emot uZ+1

et Re a(eu)? > 1 pour |u| < g donc

g/(€U> 1 ( )‘ < ||g/||oo

u?a(eu)? +1 2.4\ = u; +1

et cette majoration vaut aussi pour |u| > g. Le théoreme de convergence dominée donne alors

1 ! 1
/g(gwﬂ_éé(u)du / du__
7 Jg ula(eu)? +1 [ em0t ™ Jpu+1

i.e. Indy(2}) — Indy(z1) p— 1. Or la fonction z +— Indy(z) est continue sur C\ g et a valeurs dans Z

donc C\ T' n’est pas connexe. d

Sébastien Pellerin
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