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THÉORÈME DE STABILITÉ DE LIAPOUNOV

Théorème de Liapounov. — Soit f : Rn → Rn de classe C1 avec f(0) = 0 et telle que Re λ < 0
pour toute valeur propre λ de df0. Alors pour x0 voisin de 0, la solution x(t) de X ′ = f(X), X(0) = x0

tend exponentiellement vers 0 lorsque t tend vers l’infini.

Démonstration. — • Soit A la matrice de df0 dans la base canonique de Rn et ε > 0, il existe P ∈ GLn(C)
telle que

A1 = PAP−1 =

 λ1 ti,j
. . .

0 λn

 où |ti,j | ≤ ε,

on note B la matrice diagonale et C la matrice nilpotente. On note x(t) une solution de X ′ = f(X) et
z(t) une solution de X ′ = AX ; on sait que z(t) = etAz(0) mais on souhaite retrouver le comportement
asymptotique de cette solution. En posant z1(t) = Pz(t), on obtient une solution de X ′ = A1X. On
peut alors écrire

d

dt
‖z1(t)‖2 = 2Re 〈z′1(t), z1(t)〉 = 2Re 〈A1z1(t), z1(t)〉 = 2Re 〈Bz1(t), z1(t)〉+ 2Re 〈Cz1(t), z1(t)〉.

Soit Λ > 0 tel que −Λ = supRe λi, alors

Re 〈Bz1, z1〉 = Re
n∑
i=1

λiζ1,iζ1,i =
n∑
i=1

Re λi |ζ1,i|2 ≤ −Λ ‖z1‖2

et il existe une constante d > 0 telle que

|〈Cz1, z1〉| ≤ |||C||| ‖z1‖2 ≤ dε ‖z1‖2 .

On obtient donc (quitte à choisir ε petit)
d

dt
‖z1(t)‖2 ≤ (−2Λ + 2dε) ‖z1(t)‖2 ≤ −a ‖z1(t)‖2

avec a > 0. Il en résulte que pour tout t on a

‖z1(t)‖2 ≤ e−at ‖z1(0)‖2

puis qu’il existe une constante c > 0 telle que

‖z(t)‖2 ≤ ce−at ‖z(0)‖2 .

• Ce qui précède permet de définir un produit scalaire sur Rn par

b(V,W ) =
∫ +∞

0
〈esAV, esAW 〉ds

dont on note respectivement q et N la forme quadratique et la norme associées ; en écrivant

q(V + tW ) = q(V ) + t2q(W ) + 2tb(V,W )

puis en dérivant pour t = 0, on obtient

dqV (W ) =
d

dt
q(V + tW )

]
t=0

= 2b(V,W ).
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• On pose f(u) = Au+ r(u) alors

(q(x(t)))′ = dqx(t)
(
x′(t)

)
= 2b

(
x(t), x′(t)

)
= 2b (x(t), Ax(t)) + 2b (x(t), r(x(t)))

or pour tout V ∈ Rn on a

2b (V,AV ) =
∫ +∞

0
2〈esAV, esAAV 〉ds =

[∥∥esAV ∥∥2
]s→+∞

s=0
= −‖V ‖2

d’où
(q(x(t)))′ = −‖x(t)‖2 + 2b (x(t), r(x(t))) .

L’inégalité de Cauchy-Schwarz donne

|b (x(t), r(x(t)))| ≤ N (x(t))N (r(x(t)))

mais r(u) = f(u) − f(0) − df0(u) donc par définition de la différentiabilité, pour tout ε > 0, il existe
α > 0 tel que

N(u) ≤ α⇒ N(r(u)) ≤ εN(u)
et il en résulte que pour N(x(t)) ≤ α on a

(q(x(t)))′ = −‖x(t)‖2 + 2εN (x(t))2 ≤ −‖x(t)‖2 + 2εq (x(t)) .

L’équivalence des normes N et ‖ ‖ montre que, quitte à choisir ε petit, on a

(q(x(t)))′ ≤ −βq (x(t)) avec β > 0.

• Tout d’abord on en déduit si N(x0) ≤ α alors N (x(t)) ≤ α pour t ≥ 0 ; en effet, sinon il existe un
plus petit instant t1 tel que N (x(t1)) = α or N (x(t)) décrôıt au voisinage de t1 et la valeur α est donc
censée être atteinte avant t1 ! D’autre part, N (x(t)) décrôıt sur le domaine de définition de x(t) donc
x(t) n’explose pas en temps fini i.e. la solution x(t) est définie sur [0,+∞[. Enfin, on a(

eβtq (x(t))
)′

= eβt
(
(q(x(t)))′ + βq (x(t))

)
≤ 0

donc pour tout t ≥ 0, on a
q (x(t)) ≤ e−βtq(x0)

i.e. x(t) tend exponentiellement vers 0.
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