DEVELOPPEMENT 26

POLYNOMES IRREDUCTIBLES DE F,[T]

Soit p un nombre premier et f > 1, on note ¢ = pf et F, = Z/pZ. 1l existe un unique corps F,; a ¢
éléments ; il s’agit du corps de décomposition de X — X sur F,. On note I 'ensemble des polynomes
irréductibles unitaires de F[T7.

Proposition. — S5i II(n) est le nombre de polynémes unitaires irréductibles sur F, alors
n n/2
In) =L +0 ( 1 > .
n n
Démonstration. — On a (an - X), = ¢"X9" 7! —1 = —1 (puisque ¢ est une puissance de la ca-

ractéristique) donc le polynome X9° — X n’a que des racines simples et il s’ensuit que c’est le produit
des polynomes irréductibles unitaires qui le divisent.

Si P est un tel polynéme et si o est une racine de P dans une cloture algébrique de F, alors a?" —a=0
i.e. af" = donc a € Fyn; on aFy < Fy(a) < Fyn dott

n=[Fgn : Fg] = [Fgn : Fo(a)] - [Fg() : Fg] = [Fgn : Fg()] - (deg P)
donc deg P divise n.

Réciproquement, si le degré de P divise n et si a est une racine de P dans une cloture algébrique alors
Fy(a) = Fyace p est un sous-corps de Fyn donc a € Fyn et il s’ensuit que a?" —a = 0. Ainsi, toute racine
de P (dans une cloture algébrique) est une racine de X" — X donc P divise X9" — X, d’on

X" X = H P.

Pcl
deg P|n
Il en résulte que
¢"=deg(X" —X)=deg [[ P=>_ > d=> d(d).
Pel dn _Pe! dln
deg P|n deg P=d

En particulier, on a nIl(n) < ¢".

On rappelle que la fonction de Mdbius p est la fonction multiplicative définie sur N* par u(1) = 1,
p(n) =0 sin a un facteur carré et p(q; ---gr) = (—1)" si les ¢; sont des premiers distincts. On a alors

Lemme. — Soit f,g: N* — C alors on a équivalence entre
(i) g(n) = Z h(d) pour tout n > 1
dn
.. n n
(i) h(n) = Z,u <7> g(d) = Z/l(d)g (f) pour tout n > 1
d| d d| d

On applique ce lemme pour g(k) = ¢* et h(k) = kII(k), d’ou

nll(n) = h(n) = Y (2 ) o(d) = Y u(5) "
dln

dn
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On note p(n) le plus petit facteur premier de n. Si d est un diviseur strict de n alors & > 1 admet un
diviseur premier r donc d divise 7 et on a

»=nll(n) + Y dII(d) <nll(n)+ > Zdl‘[ ) <nll(n)+ > qr.

dln rin rln
d<n r premier T premier

Si r est un diviseur premier de n alors r > p(n) donc 7 < ( o dou

p(n)
_n_ 1 1 _n_
q" < nll(n +Zq <nll(n) +¢?™ | 1+ -4+ —— | <nll(n) + ¢7™ 7
q qr™ q—1
On a donc .
g — gitn 2 7 < nll(n) < ¢"
q_

Puisque p(n) > 2, on en déduit que

et si n est impair, on a p(n) > 3, d’ou

Remarque. — Notons 'analogie entre la formule

n n/2
)= o (7
log, q n
et le théoréeme des nombres premiers

n(z) = 102 —+0 (:ce*a@) .
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