DEVELOPPEMENT 34

SURJECTIVITE DE L’EXPONENTIELLE SUR M, (C)

Proposition. — Si A € GL,(C) alors il existe B € M, (C) telle que A = exp B.

Démonstration. — Soit A € GL,(C) alors, quitte a raisonner sur les blocs de Jordan de A, on peut
supposer que A est de la forme A = A(I,, + N) ou N est nilpotente. On pose alors C' =1, + N et
N2 Nm—l
D=logC=N—-——+---4+(—-1)"
0g 5 +--+(-1) —T
et on va montrer que exp D = C'. On considere
t2 5 75171—1 1
D(t)=tN — =N*“+---+(-1)™ N
(1) N ()

d’ou en dérivant
D'(t)=N —tN? + - 4 (1) 2N™1
et comme N = 0 (puisque N est nilpotente et que 1'on considere des matrices de M, (K)) on a
(I, +tN)D'(t) = N.
Puisque D(t) et D'(t) commutent, en posant S(t) = exp D(t), il vient
S'(t) = D'(t)exp D(t) i.e. (I, +tN)S'(t) = NS(t)

et en dérivant & nouveau, on obtient finalement (I, + tN)S”(t) = 0 or I, + tN est inversible donc
S"(t) = 0 dou S(t) = S(0) +¢S’(0) = L, + tN et pour t = 1, on a bien expD = 1,, + N = C.
Considérons maintenant p € C tel que e” = X alors

exp(plm + D) = exp(uly,) exp D = AL, .C = A, (I, + N) = A.

O
Application. — Si A € GL,(C) et p > 2 alors il existe B € M,,(C) telle que A = BP.
Démonstration. — On a A = exp M avec M € M,,(C), on pose donc B = exp(%M). O
Remarque. — Ce dernier résultat est faux si A n’est pas inversible. En effet, considérons A nilpotente

d’indice n; si A = BP alors B"" = A™ = 0 i.e. B est nilpotente donc B™ = 0 ce qui contredit le fait que
0# A" 1 = BP»=1) des que n > 2.

’Application. — GL,(C) est connexe. ‘

Démonstration. — Soit P, Q) € GL,(C), il existe A, B € M,(C) telles que P = exp(A) et Q = exp(B).
Alors le chemin ¢(t) = exp(tA + (1 — t)B) est continu, & valeurs dans GL,(C) et relie @ a P. O
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Proposition. — Si A € M,,(C) alors
exp A =1, < A diagonalisable et Sp(A) C 2inZ

Démonstration. — Si A est diagonalisable alors exp A est clairement diagonalisable. Réciproquement,
notons A = D + N la décomposition de Dunford de A alors exp A = exp D exp N, puisque DN = ND.
D’autre part A et D commutent donc il en est de méme de exp(A) et exp(—D) or ces deux matrices
sont diagonalisables donc on peut les diagonaliser dans une méme base et exp N = exp(—D)exp A est
donc aussi diagonalisable. Comme la matrice

N2 Nn—l
N=I + N+ _—"—4+...0
exp nt N+ 5 + -+ (1)
est unipotente, on a exp N =1,, d’ou
N2 Nn—l
N+ _+...0 " —p
LR T
et le polynome
X2 anl
XV =X+ 4.4 =
QUX) =X+ 5+ +

est annulateur pour N. Donc Q est divisible par le polynéme minimal de N qui est de la forme X* avec
1 <k<ndonc uy =X i.e. N =0. Donc A est diagonalisable i.e. on a

A1 0
PlAP =
0 An
avec P inversible d’ou
eM 0
I,=expA=P p!
0 etn
donc
eM 0
. =1,
0 et
j.e. eM = ... =¢eM =1 donc les Aj sont dans 2iwZ. La réciproque est claire. ]
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