DEVELOPPEMENT 6

ETUDE NUMERIQUE D’UNE EQUATION DIFFERENTIELLE

Soit ¢, f € C(]0,1]), on cherche u € C*([0,1]) telle que

{ —u"(z) + e(x)u(z) = f(z) pour 0 <z <1
u(0) =0 et u(l)=0

On suppose en outre que ¢ > 0.

Soit N > 1 un entier et h = ﬁ, on définit un maillage uniforme de [0, 1] de pas h en posant x; = ih
pour 0 < i < N + 1. On cherche une approximation de la solution ¢ aux x; i.e. on cherche un vecteur

up, € RN voisin de (@(xz1), ..., o(zy)).

Si ¢ € C*([0,1]) alors la formule de Taylor-Lagrange appliquée en z; pour 1 <i < N donne

h2 h3 h4
plrisn) = p(@i) + h'(@i) + 59" (@) + 0@ (@) + 50 (@i + 0 h)
h? h? h*

o(ziz1) = o(xi) — h' (z;) + 5@”(%) - FSO(B) () + ﬁ%"w (zi +0; h)

o —1 <6 <0< <1,dou
h4
—p(@i1) + 20(@:) — p(@im1) = —h2 (@) — 57 (¢ (@i + 07 h) + ¢ D (ws +07h))

D’apres le théoreme des valeurs intermédiaires, on a
oW (@i + 0 h) + oW (2; + 07 h) = 20 (; + 6;h)
avec |0;| < 1, d’ou

—o(Tit1) + 2¢0(x;) — p(xi— h?
7@//(330 _ QD( 1+1) 802( l) 90( { 1) + 7()0(4)(1,1 +(91h)
h 12
Pour 1 <4 < N, on pose p; = p(x;), ¢; = c(x;) et fi = f(x;), le fait que ¢ soit solution du probléeme
s’exprime alors par (on utlise les conditions aux limites)

220 4oy = f1 — %90(4)(351 + 61h)

“OHIERPP | g = fi — oW (@i +6ih) 2<i<N -1
— 2

% +enon = v — BoeW(zy + Onh)

i.e. on a matriciellement
Apn = by +en(p)
ou

2+ c1h? -1
-1 2+ ch? —1

—1 2+cy_1h? -1
-1 2+CNh2
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[ fAi+a/h? ]
1 f2 32 e (21 + 01h)
Ph = , b= ) Eh(‘p) = _E
PN IN-1 (,0(4)(1‘]\[ —|-¢9Nh)
| v+ a/h? ]
Lemme. — Sic > 0 alors la matrice A;, est inversible et A,;l > 0.
Démonstration. — Notons que si v > 0 dés que Av > 0 alors A est inversible avec A~ > 0 (la réciproque

est vrai). En effet, si Az = 0 alors A(+x) > 0 donc +x > 0 i.e. x = 0 et A est donc inversible. Le j-&
vecteur colonne de A™1 est b= A7 le; (ol e; est le j-¢ vecteur de la base canonique) mais Ab = e; > 0
donc b > 0 et A~! est donc bien positive.
Soit v tel que Ajpv > 0, il s’agit de montrer que v > 0. Soit p tel que v, < v; pour tout 7. Si p = 1 alors
on a
0< (2—|—Clh )Ul—’Ug (1—|—Clh )’Ul,

si p= N alors on a

0< —vy_1+ (2+cxyhPoy < (1 + enh?oy
et si2<p< N —1alorsona

0 < —vp1+ (2+ cph®)vy —vpr1 < cph’vp.
On a donc le résultat voulu sauf si ¢; = 0 pour un indice 2 < ¢ < N — 1 mais dans ce cas on remarque ce

le raisonnement ci-dessus fonctionne avec Ay, + aldy pour tout a > 0, on obtient donc le résultat par
continuité de I’application a + (Ap + aldy) L O

On note uj, € R™ une solution du probléme matriciel associé et on suppose que ¢ > 0 et ¢ € C4([0, 1]).

h
o NP <4)H
Proposition. 1r<na<)](vluz o(x;)] < 96 Hap
Démonstration. — On a Appp, = by + en(p) et Apup, = by, d’ou
1 h?
on —up = A en(p) = —*A L™ (2 + Oih)i<i<n
et il en découle
1
o b =) = 55 17 o]
2 -1
-1 2 -1
On consideére la matrice A, = % qui correspond a ¢ = 0. D’apres le lemme,
-1 2 -1
-1 2

on a A,:l >0 et A;hl > 0; de plus, on a A, — Ay, = diag(cy,...,cn) > 0 dou
Al — A = AN (AL — Aon) A >0

et il s’ensuit (du fait de I’expression de la norme induite || ||,) que HA,:IH < ||4;, H d’ou
i b= o) < 5 458 ]
Sie=(1---1) € RV alors HA H = HA;h eHOO puisque Aghl > 0 mais Ao_hle est la solution du probleme

discret associé au probleme aux hmltes

—u"(z) =1, u(0) =u(1) =0
dont une solution est donnée par ¥ (x) = %x(l —x). Comme 9 est polynémiale de degré 3, on aej(10) =0
donc (A e); = v(x;) pour tout i et il s’ensuit que
43tel = s, o) < g 1906 = g
d’ou HA H et le résultat en découle. O

Sébastien Pellerm
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