
DÉVELOPPEMENT 6

ÉTUDE NUMÉRIQUE D’UNE ÉQUATION DIFFÉRENTIELLE

Soit c, f ∈ C([0, 1]), on cherche u ∈ C4([0, 1]) telle que{
−u′′(x) + c(x)u(x) = f(x) pour 0 < x < 1
u(0) = 0 et u(1) = 0

On suppose en outre que c ≥ 0.

Soit N ≥ 1 un entier et h = 1
N+1 , on définit un maillage uniforme de [0, 1] de pas h en posant xi = ih

pour 0 ≤ i ≤ N + 1. On cherche une approximation de la solution ϕ aux xi i.e. on cherche un vecteur
uh ∈ RN voisin de (ϕ(x1), . . . , ϕ(xN ))t.

Si ϕ ∈ C4([0, 1]) alors la formule de Taylor-Lagrange appliquée en xi pour 1 ≤ i ≤ N donne

ϕ(xi+1) = ϕ(xi) + hϕ′(xi) +
h2

2
ϕ′′(xi) +

h3

6
ϕ(3)(xi) +

h4

24
ϕ(4)(xi + θ+

i h)

ϕ(xi−1) = ϕ(xi)− hϕ′(xi) +
h2

2
ϕ′′(xi)−

h3

6
ϕ(3)(xi) +

h4

24
ϕ(4)(xi + θ−i h)

où −1 < θ−i < 0 < θ+
i < 1, d’où

−ϕ(xi+1) + 2ϕ(xi)− ϕ(xi−1) = −h2ϕ′′(xi)−
h4

24

(
ϕ(4)(xi + θ+

i h) + ϕ(4)(xi + θ−i h)
)
.

D’après le théorème des valeurs intermédiaires, on a

ϕ(4)(xi + θ+
i h) + ϕ(4)(xi + θ−i h) = 2ϕ(4)(xi + θih)

avec |θi| < 1, d’où

−ϕ′′(xi) =
−ϕ(xi+1) + 2ϕ(xi)− ϕ(xi−1)

h2
+
h2

12
ϕ(4)(xi + θih).

Pour 1 ≤ i ≤ N , on pose ϕi = ϕ(xi), ci = c(xi) et fi = f(xi), le fait que ϕ soit solution du problème
s’exprime alors par (on utlise les conditions aux limites)

−ϕ2+2ϕ1

h2 + c1ϕ1 = f1 − h2

12ϕ
(4)(x1 + θ1h)

−ϕi+1+2ϕi−ϕi−1

h2 + ciϕi = fi − h2

12ϕ
(4)(xi + θih) 2 ≤ i ≤ N − 1

2ϕN−ϕN−1

h2 + cNϕN = fN − h2

12ϕ
(4)(xN + θNh)

i.e. on a matriciellement

Ahϕh = bh + εh(ϕ)

où

Ah =
1
h2


2 + c1h

2 −1
−1 2 + c2h

2 −1

−1 2 + cN−1h
2 −1

−1 2 + cNh
2


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ϕh =

 ϕ1
...
ϕN

 , bh =


f1 + α/h2

f2
...

fN−1

fN + α/h2

 , εh(ϕ) = −h
2

12

 ϕ(4)(x1 + θ1h)
...

ϕ(4)(xN + θNh)

 .

Lemme. — Si c ≥ 0 alors la matrice Ah est inversible et A−1
h ≥ 0.

Démonstration. — Notons que si v ≥ 0 dès que Av ≥ 0 alors A est inversible avec A−1 ≥ 0 (la réciproque
est vrai). En effet, si Ax = 0 alors A(±x) ≥ 0 donc ±x ≥ 0 i.e. x = 0 et A est donc inversible. Le j-è
vecteur colonne de A−1 est b = A−1ej (où ej est le j-è vecteur de la base canonique) mais Ab = ej ≥ 0
donc b ≥ 0 et A−1 est donc bien positive.

Soit v tel que Ahv ≥ 0, il s’agit de montrer que v ≥ 0. Soit p tel que vp ≤ vi pour tout i. Si p = 1 alors
on a

0 ≤ (2 + c1h
2)v1 − v2 ≤ (1 + c1h

2)v1,
si p = N alors on a

0 ≤ −vN−1 + (2 + cNh
2)vN ≤ (1 + cNh

2)vN
et si 2 ≤ p ≤ N − 1 alors on a

0 ≤ −vp−1 + (2 + cph
2)vp − vp+1 ≤ cph

2vp.

On a donc le résultat voulu sauf si ci = 0 pour un indice 2 ≤ i ≤ N −1 mais dans ce cas on remarque ce
le raisonnement ci-dessus fonctionne avec Ah + αIdN pour tout α > 0, on obtient donc le résultat par
continuité de l’application α 7→ (Ah + αIdN )−1.

On note uh ∈ Rn une solution du problème matriciel associé et on suppose que c ≥ 0 et ϕ ∈ C4([0, 1]).

Proposition. — max
1≤i≤N

|ui − ϕ(xi)| ≤
h2

96

∥∥∥ϕ(4)
∥∥∥
∞

Démonstration. — On a Ahϕh = bh + εh(ϕ) et Ahuh = bh d’où

ϕh − uh = A−1
h εh(ϕ) = −h

2

12
A−1
h (ϕ(4)(xi + θih)1≤i≤N

et il en découle

max
1≤i≤N

|ui − ϕ(xi)| ≤
h2

12

∥∥A−1
h

∥∥
∞

∥∥∥ϕ(4)
∥∥∥
∞
.

On considère la matrice Aoh = 1
h2


2 −1
−1 2 −1

−1 2 −1
−1 2

 qui correspond à c = 0. D’après le lemme,

on a A−1
h ≥ 0 et A−1

oh ≥ 0 ; de plus, on a Ah −Aoh = diag(c1, . . . , cN ) ≥ 0 d’où

A−1
oh −A−1

h = A−1
oh (Ah −Aoh)A−1

h ≥ 0

et il s’ensuit (du fait de l’expression de la norme induite ‖ ‖∞) que
∥∥A−1

h

∥∥
∞ ≤

∥∥A−1
oh

∥∥
∞ d’où

max
1≤i≤N

|ui − ϕ(xi)| ≤
h2

12

∥∥A−1
oh

∥∥
∞

∥∥∥ϕ(4)
∥∥∥
∞
.

Si e = (1 · · · 1)t ∈ RN alors
∥∥A−1

oh

∥∥
∞ =

∥∥A−1
oh e
∥∥
∞ puisque A−1

oh ≥ 0 mais A−1
oh e est la solution du problème

discret associé au problème aux limites

−u′′(x) = 1 , u(0) = u(1) = 0

dont une solution est donnée par ψ(x) = 1
2x(1−x). Comme ψ est polynômiale de degré 3, on a εh(ψ) = 0

donc (A−1
oh e)i = ψ(xi) pour tout i et il s’ensuit que∥∥A−1

oh e
∥∥
∞ = max

1≤i≤N
|ψ(xi)| ≤ max

0≤t≤1
|ψ(t)| = 1

8

d’où
∥∥A−1

oh

∥∥
∞ ≤ 1

8 et le résultat en découle.
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