DEVELOPPEMENT 7

ETUDE DE L’EQUATION DIFFERENTIELLE ¢ + ¢(t)y =0

On considere I'équation différentielle (L) : y” + q(t)y = 0.

+oo
Proposition. — Siq: RT — R est continue et telle que / lq(t)| dt converge alors
0

(i) toute solution bornée y vérifie y' o~ 0,
o

(73) (L) admet des solutions non bornées.

+oo +oo
Démonstration. — On a / y"(t)dt = —/ q(t)y(t)dt or y est bornée et l'intégrale 0+°° lq(t)] dt
0 0

converge donc ¢y’ admet une limite en +00. Supposons que cette limite soit « # 0, alors 3/(t) ~ « en
+o0 donc [ y/(t)dt ~ [ adt i.e. y(x) ~ ax en +00 ce qui est absurde puisque y est bornée.

Soit (u,v) une base de solutions de (L). Si (L) n’admet que des solutions bornées alors v’ et v’ tendent
vers 0 en 400 donc le wronskien uv’ — u'v tend aussi vers 0. Le wronskien de deux solutions f, g de
y" 4+ p(t)y’ + q(t)y = 0 est donné par

wronskien(f, g)(t) = wronskien(f, g)(to) exp <_ /t t p(s)d8>

donc, dans le cas de (L), le wronskien de u et v est constant donc est nul (puisqu’il tend vers 0). C’est
absurde puisque u et v forment une base de solutions donc (L) a des solutions bornées. O

Proposition. — Si ¢ : RT — R est de classe C', strictement positive et croissante alors toutes les
solutions de (L) sont bornées sur R .

Démonstration. — Soit y une solution de (L) sur R*, on a 2y'y” 4+ 2¢(t)y(t)y/(t) = 0 d’olt en intégrant

>0,y (1)2 - (0)2 42 / 4(8)y(s)y (s)ds = 0
0

puis en intégrant par parties, il vient
t

vt >0, y'(t)° +qa(t)y(t)* = y'(0)° + q(0)y(0)* + /0 ¢(s)y(s)*ds

d’ott (en notant K = 3/(0) + ¢(0)y(0)?)
"q(s)

vz 0L a2 <K+ [0S gyt
0 q(s)
D’apres le lemme de Gronwall, on a
t

q'(s) q(t)

VtZO,qtthSKeXp</ ds)—K

E)y () 0o 4(s) q(0)
i.e. y(t)? < % pour tout t > 0. O
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Proposition. — Si g : R — R est continue et strictement négative sur R alors

(1) la fonction nulle est la seule solution réelle bornée sur R,

(i) une solution non nulle s’annule au plus une fois.

Démonstration. — Soit f une solution de (L) sur R, on pose z = f2, alors 2" = 2ff" + (f')? i.e. on a
" =2q(t)f? + (f")? donc 2" > 0 et il en résulte que la fonction z est convexe. Il y a deux cas possibles :

— Si z est constante alors f est constante donc nulle.

— Sinon, il existe ¢ty € R tel que 2/(tg) # 0 or z est convexe donc sa courbe représentative est au-dessus
de sa tangente en tg i.e. z(t) > z(tg) + 2'(to)(t — to) ; selon le signe de 2/(tg), 2(t) tend donc vers +oo
en +oo. Donc f n’est pas bornée.

Si f est une solution qui s’annule en deux points #; et ty (avec t; < to) alors z = f? aussi mais z est

convexe positive donc z(t) = 0 sur [t1, 2] et le théoreme de Cauchy-Lipschtitz implique que z(t) = 0

pour tout . Ainsi, une solution qui s’annule en deux points est identiquement nulle. O
Proposition. — Si ¢ : [a,b] — R est continue et si (L) admet une solution y nulle en a et b et > 0
4
sur ]a, b[ alors / lg(t)|dt > ——.
a b—a
Démonstration. — Puisque y est continue sur [a, b] il existe ¢ € [a, b] tel que y(c) soit maximal. Comme
y(a) = y(b) =0 et y(t) > 0 sur |a,b[, on a ¢ €a, Pourtousa<a<ﬁ<b on a

/b|q<t>\dt=/ ]Z((] >/\" (Ot~ 11(6) /(@)

D’apres le théoreme des accroissements finis, il existe a €|a, c| et 3 G]c b tels que

y(c) —yla) _ y() —yle) _
LI ey e MM )
donc )
L |y(®) —y(c)  ylc) —yla) 1 1
t)| dt — = .
/|q()| ~ y(c) b—c c—a b—c c¢c—a
Or la fonction ¢ +— ;= + ﬁ atteint son minimum pour ¢ = “+b et vaut alors b4 O
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