DEVELOPPEMENT 8

ENVELOPPE CONVEXE DU GROUPE ORTHOGONAL

On considere espace My, (R) muni de la norme || ||2 induite par la norme euclidienne de R™.

Lemme. — Les formes linéaires sur M,,(K) sont les applications
M, (K) =K, M +— Tr (AM) ou A€ M,(K).

Démonstration. — On consideére le morphisme f : M, (K) — M, (K)', A — f4q ot fa(M) = Tr (AM).
Il s’agit de montrer que f est un isomorphisme i.e. (puisque dim M,,(K) = dim M,,(K)") de montrer
que f est injective. Si A = (a; ;) est telle que f4 = 0 alors, pour tous 1 <i,5 <mn, on a

0= fa(Ei;) =Tr (AE; ;)

mais
n n
AFE; ; = Z ap B B j = Z a0 B iy = Zak,iEk,z’Ei,j = Zak,iEk,j

1<k,I<n 1<k,I<n k=1 k=1

d’ou
n n n
0="Tr (AEZ',]‘) =Tr ZakﬂEk,j = Zak,iTr (EkJ) = Zamékj = Ay,
k=1 k=1 k=1

.e. A=0. O
Théoréme. — L’enveloppe convere de O(n) dans M, (R) est la boule unité.
Démonstration. — 1l est clair que By, (k) contient I’enveloppe convexe de O(n), on considere donc une

matrice M € M, (K) telle que ||M||2 < 1. D’aprés un corollaire du théoreme de Hahn-Banach, pour
montrer que M est dans I'enveloppe convexe de O(n), il suffit de montrer que

o(M) < sup ¢(O)
0€eO(n)

pour toute forme linéaire ¢ sur M, (K). D’apres le lemme, cela revient & montrer que

Tr (AM) < sup Tr (A0), YA € M, (K).
0e0(n)
On considére une décomposition polaire A = QS de A (i.e. Q est orthogonale et S est symétrique
positive) et une base orthonormale (eq,...,e,) de R™ formée de vecteurs propres de S, alors
n
sup Tr (AO) > Tr (AQ™") =Tr (@ 'A) =Tr (S) =) _|Seil, -
0€e0O(n) i—1

D’autre part, on a
n n

Tr (AM) =Tr (MA) =) (MAej,e;) = > (Aei, M*e;)
=1 =1
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d’ou d’apres l'inégalité de Cauchy-Schwarz

n n
Tr (AM) < ) |l Aeilly [|M eilly < [l Aeslly 1Mz lleill -
i=1 i=1

Mais [|M||2 < 1 implique que [[M*||2 < 1 et la base (ey,...,e,) est orthonormale donc

Tr (AM) <) || Aeilly < D [19Seilly = Y [1Seill
i=1 i=1 i=1

et on a finalement bien Tr (AM) < sup Tr (AO). O
0€0(n)

On rappelle quun élément U de B est dit extremal si toute écriture du type U = %(V + W) avec
V,W € B implique U =V =W.

Théoréme. — O(n) est l'ensemble des points extrémauz de la boule unité. ‘
Démonstration. — Notons tout d’abord que si ||U|| < 1 alors U n’est pas extrémal ; en effet, si U = 0
alors U = $(I+ (—1)) et si U # 0 alors U = § <mU+ (2 — m)U)

D’autre part, tout élément U € O(n) est extrémal; en effet, écrivons U = %(V + W) alors, pour tout
z €R" ona2Ux=Vx+ Wz dou

2 2 2 2 2 2 2 2
4z)|* = 1202|” = [Va|® + [Wal|* + 2(Va, Wa) < VI |21 + W I 21+ IVII Iz < 4)z]
ce qui implique que les inégalités ci-dessus sont en fait des égalités i.e. on a

[Val| =zl , Wz = llzl| et (Va,Wz) = |[Va| [|[Wzl|;

la derniere égalité implique que Vx et Wx sont positivement liés et le deux premieres montrent donc
qu'on a en fait Vo =Wz, dou U =V =W.

Soit A un élément extrémal de la boule unité, on en considére une décomposition polaire A = SO, ce
qui peut aussi s’écrire

di
A= "QDQO ou D=
dn
et Q,0 € O(n) et A\1,..., A\, > 0. D’autre part on a ||A|| = ||D|| = sup d; donc 0 < d; < 1 pour tout
1<i<n
1. Supposons que 1'un des d; soit non nul, par exemple d; # 0, et posons
1 2d; —1
d2 d2
Dy = . et Dy =
dn, dn

puis V = 'QD1QO et W = 'QDsQO alors V. # W, |[V|| = |ID1| < 1, W] = [|Dof| < 1 et
A= %(U + W) ce qui contredit le caracteére extrémal de A. Par conséquent, tous les d; sont nuls
i.e. A= Q00 =0 € O(n). O]

Lecon concernée

10 Applications linéaires continues entre espaces vectoriels normés. Exemples et applications.
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Compléments

Applications de la caractérisation du dual de M,,(K). —
On a vu que les formes linéaires sur M,,(K) sont les applications

Mu(K) - K, M — Tr (AM) ou A e M,(K).

Proposition. — Si f est une forme linéaire sur M, (K) telle que f(MN) = f(NM) pour tous M, N
de M, (K) alors il existe A € K tel que f = \Tr .

Démonstration. — Soit A € M, (K) telle que f(M) = Tr (AM) pour tout M € M, (K); I'hypothese
s’écrit donc Tr (AMN) = Tr (AN M), pour tous M, N € M, (K), i.e. Tr ((AM —MA)N) = 0. Puisque,
pour M fixée, la forme linéaire N +— Tr ((AM — M A)N) est nulle, c’est donc que AM = MA. Ainsi,
A commute avec toute matrice M € M, (K) or le centre de M,,(K) est composé des homothéties donc
A = Al et il s’ensuit que f = \Tr . O

Remarque. — Le fait que le centre de M, (K) soit composé des homothéties peut se montrer de la
facon suivante : A = (a;,;);,; commute avec la matrice £; ; de la base canonique alors

n n
Z ayi By ; = Z ap By Fij = AE; j = F; jA = Z ap B j By = Z a; 1B
k=1 1<k i<n 1<k i<n =1

d'ott ar; = 0 pour k # i et a;; = aj;.

Remarque. — On peut donner une preuve directe de la proposition. Soit 1 < i,j < n avec ¢ # j, on a
[(Eij) = f(EiiEij) = f(EijEi;) = f(0) =0 et f(Ei;) = f(EijE;:) = f(Ejili;) = f(Ej;)-

Si on note A la valeur commune des f(F;;), on vérifie que les formes linéaires f et ATr coincident sur
une base de M,,(K) donc sont égales.

Proposition. — GL,,(K) coupe tout hyperplan de M, (K).

Démonstration. — Un hyperplan de M,,(K) est le noyau d’une forme linéaire M — Tr (AM) donc
il s’agit de trouver M inversible telle que Tr (AM) = 0. Notons r le rang de A alors il existe P,Q
inversibles telles que

0 0

or Tr (AM) = Tr (P71J,Q7 M) = Tr (J,Q 'MP™!) i.e. il s’agit de trouver N inversible telle que
Tr (J;N) =0 (on pose alors M = QNP). On considere la matrice de permutation

0 1
vl

qui est bien inversible et telle que J,.N soit de diagonale nulle. 0

PAQ:[IT 0]::JT

Proposition. — Soit A, B € M,,(K), on a équivalence entre
(2) il existe M € My,(K) telle que AM + MA =B
(73) pour tout C' € M,(K) telle que AC +CA =0, on aTr (BC)=0
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Démonstration. — (i) = (ii) Si C € M, (K) vérifie AC + CA = 0 alors
Tr (BC) =Tr ((AM + MA)C) =Tr (AMC) +Tr (MAC) =Tr (CAM) + Tr (ACM)
i.e. Tr (BC)=Tr (CA+ AC)M) =
(73) = (i) On considere ’endomorphisme f : M, (K) — M,,(K), M — AM + M A, il s’agit de montrer
que B € Im f. L’application T : C + T, ou Te(M) = Tr (CM), définit un isomorphisme de M,,(K)
sur son dual et la condition (ii) signifie que To(B) = 0 dés que C € ker f i.e.
€ (T'(ker f))° ={N € M,(K) ; Vo € T'(ker f),o(N) = 0}.
Mais la premiere implication donne Im f C (T'(ker f))° or (puisque T est un isomorphisme)
dim(7T (ker f))° = dim M,,(K) — dim T'(ker f) = dim M,,(K) — dimker f = dimIm f
d’ou B € Im f. O

Preuve du théoréme de Hahn-Banach et de ses corollaires. —

Théoréeme de Hahn-Banach. — Soit E un espace vectoriel normé, M un sous-espace de E et A un
ouvert conveze non vide de E tel que M N A = (). Alors il existe un hyperplan linéaire fermé H de E
tel que M C H et HN A = (.

Démonstration. — Notons F ’ensemble des sous-espaces N de E qui contiennent M et n’intersectent
pas A, on ordonne F par inclusion de sorte que ce soit un ensemble inductif, alors le lemme de Zorn
donne un élément maximal H ; on pose alors

O=H+|Jrx=J <h+U/\A>

A>0 heH A>0
qui est un ouvert de F.
e Ona QN (—Q) =0. En effet, sinon il existe x = hy + A1a; = hy — Agag avec hy,ho € H, A\, Ay > 0 et
ai,as € A; on peut alors écrire
Al A2 1

VIS AL VIFID VL W
alors que cet élément appartient & A par convexité, c’eest impossible puisque H N A = (.
e Ona £ = HUQU(-Q). En effet, sinon on considére z € E'\ (HUQU(—)) puis on pose H=H®Rx
alors H C H donc, par maximalité de H, on doit avoir HNA # () i.e. il existe x € H et X\ # 0 tels que
y—h—i—)\xEHﬂA Mais comme y € A, on a

(hl—hg) cH

1 1
= —~h+-yeQU(-Q
x 3 +)\y€ (—Q)

ce qui contredit le choix de z.

e Ona HN(QU(—=Q)) = 0. En effet, puisque H coupe {2 si et seulement si H coupe (—£), il suffit de
montrer que H N Q = (), on suppose donc qu’il existe z = h + Aa dans H on h€ H, A > 0 et a € A,
alors a = 3 (z — h) € AN H ce qui est impossible.

e Puisque Q est ouvert et H = E'\ (QU (—Q)), H est fermé dans E.
e Enfin, H est un hyperplan linéaire. En effet, considérons un élément x non nul dans Q \ H et posons
H=H @ Rz. Si H # E alors il existe y € (—Q) tel que y ¢ H (on peut prendre y dans (—£2) puisque
(=) C H implique Q C H) et on consideére alors I'application

f:0,1] = E t—tx+ (1 —1t)y.
Ona0e f (- etlef 1) orf1(-Q) et f~1(Q) sont deux ouverts non vides du connexe [0, 1]
qui sont disjoints puisque QN (=) = 0, il sensuit que f~H(—Q) U f71(=Q) S [0,1]. Ainsi, il existe
t €]0,1] tel que f(t) € H i.e.

y:%(f(t)—tx)eH@Rx:ﬁ
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ce qui est impossible par choix de y. On a donc H & Rz = H=FEie H estun hyperplan. ]

Corollaire. — Soit E un R-espace vectoriel normé, F' un conveze fermé de E et C' un convexe compact
de E tels que FNC = . Alors il existe une forme linéaire continue ¢ telle que :

su x) < inf )
wegw() yerO(y)

Démonstration. — On pose G = F' — C, alors G est fermé et ne contient pas 0. En effet, 0 ¢ G puisque
FNC =0 et considérons deux suites (), et (yn)n respectivement dans F et C telles que la suite
(zn)n, OU 2y, = Xy, — Yp, converge vers z € E. Puisque C est compact, il existe 1) : N — N strictement
croissante telle que la suite (yw(n))n converge vers y € C. Notons z = y + z alors

lim @) = lim (y¢(n) + Zw(n)) =y+z=ux.

n—-400 n—-+o00

Or F est fermé donc z € F ie. z = x—y € F — C = G. En particulier, il existe » > 0 tel que
B(0,7) NG = 0.

On pose A =G+ B(0,7) = G —B(0,r), alors 0 ¢ A et il existe une forme linéaire continue ¢ : £ — R
telle que p(z) > 0 pour tout z € A. En effet, on a 0 ¢ A et puisque A est un ouvert convexe, on pose
M = {0} et on applique le théoreme de Hahn-Banach géométrique donc il existe un hyperplan fermé H
tel que H N A = (). En écrivant H = ker ¢ avec ¢ : E — R linéaire, on voit que ¢ est continue. Comme
keroNA=10,ona0¢p(A) avec p(A) convexe dans R donc ¢(A) est un intervalle et on a donc soit
w(A) CJ0, 400, soit p(A) C] — o0, 0[; quitte a prendre —¢ au lieu de ¢, on a bien ¢(z) > 0 pour tout
z € A.

On a alors m = ing ¢(z) > 0. En effet, supposons que m = 0, alors il existe une suite (x,), dans G
Te

telle que la suite (p(xy,)), tende vers 0. Puisque ¢ est non nulle, il existe v € B(0,7) tel que p(u) # 0.
On pose

el
p(u)
alors on a ||v|| = |ju|| donc v € B(0,r). Comme z, + v € G+ B(0,7) = A, on a

0 < p(zn +v) = p(Tn) + @(v) = ©(n) — |(u)]
d’ott
0 <lp(u)] < plzn) ———0

ce qui est impossible. On a donc bien m > 0.

Considérons maintenant z € C' et y € F, alors y —z € G d’ou ¢(y) — ¢(x) > m donc

Vy € F, sup ¢(z) < sup (m + ¢(z)) <m+ ¢(y)
zeC zeC

d’ou
sup p(x) < m inf < inf .
xecw( ) ychp(y) yerO(y)
O
Corollaire. — Soit E un espace vectoriel normé et A une partie compacte de E. Alors © € E est

adhérent a 'enveloppe convexe de A si et seulement si pour tout ¢ € E', on a

p(x) < supp(y).
yeA
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Démonstration. — On pose F' = {x} et on note C' 'adhérence de I’enveloppe convexe de A, alors F est
un convexe fermé et C' est un convexe compact (d’apres le théoreme de Caratheodory). Si z ¢ F alors
CNF =0 avec C convexe compact et F' convexe fermé donc le corollaire précédent donne une forme
linéaire @ telle que

sup ¢(y) < inf @(y) i.e. supp(y) < ().

yeC yeF yeC
Réciproquement, si x € C' alors il existe (), dans enveloppe convexe de A tendant vers z, on a donc
o(x,) < sup ¢(y) pour tout ¢ € E’ et tout n, d’out p(x) < sup ¢(y) par continuité de ¢. O
yeC yeC

Une caractérisation géométrique de SO(n) dans SL,(R). —

Proposition. — On a d2(0,SL,(R)) = y grif ® M|, = V/n et le lieu de SL,(R) ot cette distance
€SLn

est atteinte est exactement SO(n).
Démonstration. — On considere les applications f et ¢ de M,,(R) dans R définies pour M = (m; ;) par
(M) =detM —1 et g(M)=|M|3= > m;=Tr("MM).
1<i,j<n
Il s’agit de deux fonctions de classe C* puisque ce sont des fonctions polynomiales en les n? variables

réelles m; ;. De plus, on a 68‘1 (M) = 2my j pour tous i, j, i.e. Vq(M) = 2M. Si M; ; désigne le cofacteur

M, j

n
de m; ; alors det M = Zmivaivj mais M; ; ne dépend pas de la variable m; ; d’ou %(M) = M, ;
j=1 ’
donc V f(M) est la comatrice Com(M) de M. On souhaite minimiser I’expression ¢(M ) sous la contrainte
f(M) =0 (ce minimum existe bien puisque SL,(R) est un fermé de M, (R)); on rappelle le théoreme

des extrema liés :

Lemme. — SoitU un ouvert de RN etu,v:U — RY de classe C! telles que V = {x € U;v(x) = 0} # 0,
upy a un extremum local en a €V et Vu(a) # 0. Alors il existe A € R tel que Vu(a) = AVv(a).

Si infaresr, ) |M ||, est atteint en A € SL,(R) alors il existe un réel u tel que A = pCom(A) or
det A = detCom(A) = 1 don p = 1. Or A7! = 'Com(A) donc ‘AA =T ie A € O(n) don
A € SO(n). Réciproquement, si A € SO(n) alors on a g(A) = n. O

Distance au groupe orthogonal. —
Proposition. — Pour tout M € M,(R), on a d(M,O(n)) = ||V tMM —I||2.

Démonstration. — Notons tout d’abord que si S et T sont symétriques positives et si ( , ) désigne
le produit scalaire euclidien sur M, (R) alors (S,T) > 0. Par densité, il suffit de vérifie cela pour T
symétrique définie positive; on note v/T 'unique racine carré de T alors R = v/T'SV/T est symétrique
positive et on a (S,T) = Tr (ST) = Tr (\/TST\/T_I) =Tr (R) > 0.

On considere Paction de O(n) x O(n) sur M, (R) donnée par (Q1,Q) * M = QMQ;" alors on a
|(821,9Q2) % M|, = ||M]], donc tous les points d’une méme orbite sont & la méme distance de O(n).
Soit M = SO une décomposition polaire de M, alors il existe 2 € O(n) telle que S = QD avec D
diagonale a coeflicients positifs; il s’ensuit que D est dans 'orbite de M or on a

1D —1|, = || ‘2D —DQ|, = || ‘2D 1|, = |15 — 1|}, = H\/MtM - 1”2
donc il reste & montrer que || D — I||, est la distance de D a O(n).

Soit U € O(n) et & := ||D — U||5 — || D — 1||3, montrons que § > 0. En développant, on obtient

1
§=2(1-U,D)=2(I-E,D) oi E= §(U+t U).
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Si || [l2 est la norme induite sur M, (R) par la norme || ||, de R™ alors ||U||2 = 1 donc [|E|[2 < 1 et il
s’ensuit que la matrice symétrique I — F est positive puisque

(I-E)X, X) = X5~ (EX,X) > [IX[l3 (1~ IIE]l2) > 0.

D’apres la remarque préliminaire, on a donc 6 = 2(I — E, D) > 0. O
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