
DÉVELOPPEMENT 10

SUITES ÉQUIRÉPARTIES

On dit qu’une suite (xn)n de [0, 1[ est équirépartie si, pour tous 0 ≤ a < b < 1, on a
1
n
N(a, b, n) −−−−−→

n→+∞
b− a

où N(a, b, n) = card{m ≤ n ; a ≤ xm ≤ b}.

Proposition. — Soit (xn)n une suite de [0, 1[ alors on a équivalence entre :

(i) (xn)n est équirépartie modulo 1

(ii)
∫ 1

0
f(x)dx = lim

n→+∞

1
n

n∑
k=1

f(xk) pour toute fonction 1-périodique continue f ,

(iii)
n∑
k=0

e2iπmxk = o(n) pour tout m ∈ Z non nul

Démonstration. — On pose Sn(f) =
1
n

n∑
k=1

f(xk).

(i) ⇒ (ii) Considérons tout d’abord une fonction en escalier η sur [0, 1[ i.e. il existe une partition
0 = a0 < a1 < · · · < am = 1 et c1, . . . , cm ∈ R tels que η(x) = cj pour aj−1 < x < aj , alors

1
n

n∑
k=1

η(xk) =
1
n

 m∑
j=1

cjN(aj−1, aj , n)−
m∑
j=0

η(aj)N(aj , aj , n)

 .
La suite (xn)n est équirépartie donc 1

nN(aj−1, aj , n) tend vers aj − aj−1 d’où

lim
n→+∞

1
n

n∑
k=1

η(xk) =
m∑
j=1

cj(aj − aj−1)−
m∑
j=0

η(aj)
[

lim
n→+∞

1
n
N(aj , aj , n)

]
=
∫ 1

0
η(x)dx−

m∑
j=0

η(aj)
[

lim
n→+∞

1
n
N(aj , aj , n)

]
.

Mais pour tout a ∈ [0, 1[ et tout ε > 0, on a

0 ≤ 1
n
N(a, a, n) ≤ 1

n
N(a, a+ ε, n) −−−−−→

n→+∞
ε

donc N(a, a, n) = o(n) et il s’ensuit que

lim
n→+∞

1
n

n∑
k=1

η(xk) =
∫ 1

0
η(x)dx.

Considérons maintenant une fonction f Riemann-intégrable. Pour tout ε > 0 il existe ϕ et ψ en escalier
sur [0, 1[ telles que ϕ ≤ f ≤ ψ et

∫ 1
0 (ψ(x)−ϕ(x))dx ≤ ε donc Sn(ϕ) ≤ Sn(f) ≤ Sn(ψ),

∣∣∣∫ 1
0 f −

∫ 1
0 ϕ
∣∣∣ < ε

et
∣∣∣∫ 1

0 f −
∫ 1
0 ψ
∣∣∣ < ε or Sn(ϕ) et Sn(ψ) tendent respectivement vers

∫ 1
0 ϕ(x)dx et

∫ 1
0 ψ(x)dx donc Sn(f)

tend bien vers
∫ 1
0 f(x)dx quand n tend vers l’infini.
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(ii) ⇒ (i) Fixons x ∈ [0, 1[ et considérons la fonction ϕ valant 0 sur [0, x[ et 1 sur [x, 1]. Pour tout
ε > 0 (et tel que x+ ε < 1), on considère la fonction t 7→ ϕε(t) valant 0 sur [0, x[, t−xε sur [x, x+ ε[ et 1
sur [x+ ε, 1] : il s’agit d’une fonction continue donc Sn(ϕε) tend vers∫ 1

0
ϕε(t)dt =

∫ x+ε

x

t− x

ε
dt+

∫ 1

x+ε
dt =

∫ ε

0

u

ε
du+

∫ 1

x+ε
dt =

ε2

2ε
+ 1− (x+ ε) = 1− x− ε

2
.

Or ϕε ≤ ϕ donc Sn(ϕε) ≤ Sn(ϕ) pour tout entier n, il s’ensuit que lim inf
n→+∞

Sn(ϕ) ≥ 1− x.

De même, pour tout ε > 0, on considère la fonction t 7→ ψε(t) valant 0 sur [0, x− ε[, t−x+εε sur [x− ε, x[
et 1 sur [x, 1] : il s’agit d’une fonction continue donc Sn(ψε) tend vers∫ 1

0
ψε(t)dt =

∫ x

x−ε

t− x+ ε

ε
dt+

∫ 1

x
dt =

∫ ε

0

u

ε
du+

∫ 1

x
dt =

ε2

2ε
+ 1− x = 1− x+

ε

2
.

Or ψε ≥ ϕ donc Sn(ψε) ≥ Sn(ϕ) pour tout entier n, il s’ensuit que lim sup
n→+∞

Sn(ϕ) ≤ 1− x.

Par conséquent on a

lim
n→+∞

Sn(ϕ) = 1− x =
∫ 1

0
ϕ(t)dt

et ce résultat s’applique pour χ[a,b[ car c’est une combinaison linéaire de fonctions du type ϕ.

(ii) ⇒ (iii) C’est clair puisque les em : R → C, x 7→ e2iπmx sont continues.

(iii) ⇒ (ii) Pour tout m 6= 0, on a
n∑
k=0

e2iπmxk = o(n) i.e. Sn(em) = 1
n

n∑
k=0

e2iπmxk tend vers 0 donc

Sn(em) tend vers
∫ 1
0 em(x)dx. Pour m = 0, on a Sn(e0) = 1 et

∫ 1
0 e0(x)dx = 1. Par linéarité, Sn(T ) tend

vers
∫ 1
0 T (x)dx pour tout polynôme trigonométrique T .

Considérons f continue et ε > 0 alors, d’après le théorème de Weierstrass, il existe un polynôme trigo-
nométrique T tel que ‖T − f‖∞ < ε d’où |T ({xk})− f({xk})| < ε pour tout k, puis |Sn(T )− Sn(f)| < ε.
On a donc pour tout entier n∣∣∣∣Sn(f)−

∫ 1

0
f(x)dx

∣∣∣∣ ≤ |Sn(f)− Sn(T )|+
∣∣∣∣Sn(T )−

∫ 1

0
T (x)dx

∣∣∣∣+ ∫ 1

0
|T (x)− f(x)| dx

≤ 2ε+
∣∣∣∣Sn(T )−

∫ 1

0
T (x)dx

∣∣∣∣
or Sn(T ) tend vers

∫ 1
0 T (x)dx donc Sn(f) tend vers

∫ 1
0 f(x)dx.
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