DEVELOPPEMENT 12

THEOREME DES EXTREMA LIES

Proposition. — Soit f,g1,...,9, : U — R de classe C* ot U est un ouvert de R™, on note
F={zelU; gi(x)=---=g,(x) =0}.
St fir admet un extremum en a € I el si dgi,, .. .,dgr, sont linéairement indépendantes, alors il existe

AL, A € R tels que

dfa = )ngla + ...+ /\rdgra-

Démonstration. — On note s = n — r et on identifie R™ & R® x R" 4.e. on note les éléments de R™ sous
la forme (z1,...,2s,91,...,Yr) et on pose a = (a, 3). Notons que le résultat est trivial pour r = n, on
suppose donc désormais r < n — 1. Le fait que dgi,, ..., dg,, soient linéairement indépendantes signifie
que la matrice

0, 0, ) 0

@ o P P@ - e

ogr O (\  Ogr dgr

agg,;l (a) .- ags (a) ;ij,’l(a) aZT (a)

39 : (a)) est inversible.
Yi 1<4,j<n

est de rang r i.e. (quitte & changer le nom des variables) la sous-matrice (

D’apres le théoreme des fonctions implicites, il existe un voisinage ouvert U’ de a dans R®, un voisinage
ouvert Q de a = (o, 8) dans R™ et une application ¢ : U’ — R" de classe C! tels que (en notant
g = (917-~-ag7“))

(9@y) =0, zeU’, (z,y) €Q) < y=p(z)
i.e. , sur un voisinage de a, les éléments de I' = {z;¢(z) = 0} s’écrivent (z,¢(x)). On pose ¥(z) =
(x,p(x)) et h(z) = f((x)) alors (puisque ¢(a) = a et ¢(z) € I') h admet un extremum local en «; il
s’ensuit que les dérivées partielles de h en « sont toutes nulles d’ou (en notant ¢ = (¢1,...,¢r))

of
o0x;

of [ 0y;
@+ 8%()8@; 0) =0

et pour tout k

3gk agk 890]
Z 8y] 8331 (@) =0

donc dans la matrice suivante

0 2] 2] 2]

g%l(a) s gfs (a) gfl (@) - gyfr (a)

gr(a) - Fh(a) Fh(a) - Fl(a)

dgr dgr (N Ogr dar.

8:31 (a) - af;s (a) 8331 (@) - azg,,, (a)
les s premieres colonnes s’expriment comme combinaison linéaire des r dernieres donc cette matrice est
de rang au plus r. Il s’ensuit que les r + 1 lignes sont liées i.e. il existe pg, 1, ..., 4 € R tels que

podfa + p1dgig + ... + prdgr, =0

mais o # 0 puisque dgi,, - - ., dgr, sont linéairement indépendantes, il suffit donc de poser \; = £, []

Ho
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Application. — SO(n) est 'ensemble des éléments de SL,(R) de norme || ||, minimale.

Démonstration. — La norme est donnée par HMH% =Tr (‘MM) = >
minimiser ¢(M) = Tr ( !M M) sous la contrainte f(M) = det M — 1. L’application ¢ est une forme

quadratique donc est de classe C*° et, pour tous %, j, on a 8;?5 - (M) =2m; j i.e. Vg = 2M. L’application
) ,

2 . I
1 m; ; donc il s’agit de

f est polynomiale en n~ variables donc est de classe C* et, pour tout 4, on a en développant selon la

ligne 4
n
det M = Z mi,jMi,j
j=1
ou M; ; est le cofacteur d’indice (4, j) ; puisque M; ; ne dépend pas de la variable m; ;, on a
of

8mi,j

(M) = M, ;

et il s’ensuit que Vf = Com(M). Notons que SLy,(R) est un fermé de R™* donc g atteint un minimum
en un élément A € SL,(R) donc, d’apres le théoréeme des extrema liés, il existe u € R tel que Vg(A) =
uVf(A) e 24 = pCom(A). Comme det A =1, on a A=t = ‘Com(A) d’ot1 2 'AA = pul, et 2" = p™.
De plus, 'AA est symétrique définie positive donc det( ‘AA) > 0 i.e. u > 0. Il vient donc p = 2 et
tAA =T, i.e. A€ SO(n). Notons enfin que ||A[3 = Tr (*AA) = n. O
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