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THÉORÈME DES EXTREMA LIÉS

Proposition. — Soit f, g1, . . . , gr : U → R de classe C1 où U est un ouvert de Rn, on note

Γ = {x ∈ U ; g1(x) = · · · = gr(x) = 0}.
Si f|Γ admet un extremum en a ∈ Γ et si dg1a, . . . , dgra sont linéairement indépendantes, alors il existe
λ1, . . . , λr ∈ R tels que

dfa = λ1dg1a + . . .+ λrdgra.

Démonstration. — On note s = n− r et on identifie Rn à Rs ×Rr i.e. on note les éléments de Rn sous
la forme (x1, . . . , xs, y1, . . . , yr) et on pose a = (α, β). Notons que le résultat est trivial pour r = n, on
suppose donc désormais r ≤ n− 1. Le fait que dg1a, . . . , dgra soient linéairement indépendantes signifie
que la matrice 
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
est de rang r i.e. (quitte à changer le nom des variables) la sous-matrice

(
∂gi

∂yj
(a)
)

1≤i,j≤n
est inversible.

D’après le théorème des fonctions implicites, il existe un voisinage ouvert U ′ de α dans Rs, un voisinage
ouvert Ω de a = (α, β) dans Rn et une application ϕ : U ′ → Rr de classe C1 tels que (en notant
g = (g1, . . . , gr)) (

g(x, y) = 0 , x ∈ U ′ , (x, y) ∈ Ω
)
⇐⇒ y = ϕ(x)

i.e. , sur un voisinage de a, les éléments de Γ = {z; g(z) = 0} s’écrivent (x, ϕ(x)). On pose ψ(x) =
(x, ϕ(x)) et h(x) = f(ψ(x)) alors (puisque ψ(α) = a et ψ(x) ∈ Γ) h admet un extremum local en α ; il
s’ensuit que les dérivées partielles de h en α sont toutes nulles d’où (en notant ϕ = (ϕ1, . . . , ϕr))
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donc dans la matrice suivante
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
les s premières colonnes s’expriment comme combinaison linéaire des r dernières donc cette matrice est
de rang au plus r. Il s’ensuit que les r + 1 lignes sont liées i.e. il existe µ0, µ1, . . . , µr ∈ R tels que

µ0dfa + µ1dg1a + . . .+ µrdgra = 0

mais µ0 6= 0 puisque dg1a, . . . , dgra sont linéairement indépendantes, il suffit donc de poser λi = µi

µ0
.
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Application. — SO(n) est l’ensemble des éléments de SLn(R) de norme ‖ ‖2 minimale.

Démonstration. — La norme est donnée par ‖M‖2
2 = Tr ( tMM) =

∑n
i,j=1m

2
i,j donc il s’agit de

minimiser q(M) = Tr ( tMM) sous la contrainte f(M) = detM − 1. L’application q est une forme
quadratique donc est de classe C∞ et, pour tous i, j, on a ∂q

∂mi,j
(M) = 2mi,j i.e. ∇q = 2M . L’application

f est polynômiale en n2 variables donc est de classe C∞ et, pour tout i, on a en développant selon la
ligne i

detM =
n∑
j=1

mi,jMi,j

où Mi,j est le cofacteur d’indice (i, j) ; puisque Mi,j ne dépend pas de la variable mi,j , on a
∂f

∂mi,j
(M) = Mi,j

et il s’ensuit que ∇f = Com(M). Notons que SLn(R) est un fermé de Rn2
donc q atteint un minimum

en un élément A ∈ SLn(R) donc, d’après le théorème des extrema liés, il existe µ ∈ R tel que ∇q(A) =
µ∇f(A) i.e. 2A = µCom(A). Comme detA = 1, on a A−1 = tCom(A) d’où 2 tAA = µIn et 2n = µn.
De plus, tAA est symétrique définie positive donc det( tAA) > 0 i.e. µ > 0. Il vient donc µ = 2 et
tAA = In i.e. A ∈ SO(n). Notons enfin que ‖A‖2

2 = Tr ( tAA) = n.
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