
DÉVELOPPEMENT 13

THÉORÈME DE FEJER

Théorème. — Soit f : R → C continue 2π-périodique, on pose Sn =
n∑

k=−n
ck(f)ek. La suite (Sn)n≥0

converge uniformément en moyenne de Cesaro vers f sur R.

Démonstration. — On a 1
2π

∫ π
−π ek(t)dt = 0 pour tout entier k non nul et 1

2π

∫ π
−π e0(t)dt = 1. On pose

Tn =
n∑

k=−n
ek et Dn = T0+···+Tn

n+1 alors, pour tout n ∈ N, on a

1
2π

∫ π

−π
Tn(t)dt = 1

et
1
2π

∫ π

−π
Dn(t)dt =

1
n+ 1

n∑
k=0

1
2π

∫ π

−π
Tk(t)dt = 1.

D’autre part, on vérifie aisément que pour tout x ∈ R \ 2πZ et tout n ≥ 1, on a

Tn(x) = e−inx
e(2n+1)ix − 1
eix − 1

=
sin(n+1

2 x)
sin(x2 )

donc

Dn(x) =
1

n+ 1

n∑
k=0

Tk(x) =
1

n+ 1
1

sin(x2 )

n∑
k=0

sin(
n+ 1

2
x) =

1
n+ 1

1
sin(x2 )

Im

(
n∑
k=0

e
k+1
2
ix

)
or on a

n∑
k=0

e
k+1
2
ix = e

ix
2
e(n+1)x − 1
eix − 1

= e
(n+1)ix

2
sin( (n+1)x

2 )
sin(x2 )

d’où

Dn(x) =
1

n+ 1
1

sin(x2 )
sin2( (n+1)x

2 )
sin(x2 )

=
1

n+ 1

(
sin( (n+1)x

2 )
sin(x2 )

)2

.

Si 0 < α < π et x ∈ [−π, π] vérifie |x| > α alors

|Dn(x)| ≤
1

(n+ 1) sin2(α2 )

et il s’ensuit que Dn converge uniformément vers 0 sur [−π, π] \ [−α, α].

Pour tout n ∈ N et tout x ∈ R, on a

Sn(x) =
1
2π

n∑
k=0

(∫ π

−π
f(t)e−iktdt

)
eikx =

1
2π

∫ π

−π
f(t)Tn(x− t)dt

donc

Cn(x) =
1
2π

∫ π

−π
f(t)Dn(x− t)dt.
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Puisque les fonctions que l’on intègre sont 2π-périodiques, on obtient en effectuant le changement de
variables u = x− t

Cn(x) =
1
2π

∫ π

−π
f(x− u)Dn(u)du.

Soit ε > 0. Puisque la fonction f est continue et 2π-périodique, elle est uniformément continue sur R
donc il existe α ∈]0, π[ tel que, pour tous x, y ∈ R, on ait

|x− y| < α ⇒ |f(x)− f(y)| < ε.

Pour tout x ∈ R et tout n ∈ N, on a

|f(x)− Cn(x)| =
1
2π

∣∣∣∣∫ π

−π
(f(x− u)− f(x))Dn(u)du

∣∣∣∣ ≤ 1
2π

∫ π

−π
|f(x− u)− f(x)|Dn(u)du

d’où, en notant M un majorant de |f | sur R, on a

|f(x)− Cn(x)| ≤
1
2π

∫
α≤|u|≤π

2MDn(u)du+
1
2π

∫ α

−α
εDn(u)du ≤

M

π

∫
α≤|u|≤π

Dn(u)du+ ε.

Or Dn converge uniformément vers 0 sur [−π, π] \ [−α, α] donc il existe N ∈ N tel que

∀n ≥ N ,

∫
α≤|u|≤π

Dn(u)du ≤ ε

d’où
∀n ≥ N , sup

x∈R
|f(x)− Cn(x)| ≤

M

π
ε+ ε

d’où le résultat.
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