DEVELOPPEMENT 13

THEOREME DE FEJER

n
Théoréme. — Soit f : R — C continue 2w-périodique, on pose Sy, = > ci(f)ex. La suite (Sp)n>0

k=—n

converge uniformément en moyenne de Cesaro vers f sur R.

Démonstration. — On a 5= [ ey (t)dt = 0 pour tout entier k non nul et 5= [ eg(t)dt = 1. On pose
n

T,= > eretD,= LJIT” alors, pour tout n € N, on a
k=—n

1 ™
2

1
— t)dt = T (
27 n+1ZQ7T/7T k(!

D’autre part, on vérifie aisément que pour tout x € R\ 27Z et tout n > 1, on a

T, (t)dt =1

et

x6(2n+1)ix -1 Sln(n+1 )

T —in _ —
n(z)=e e —1 sin(§)
donc
1 " + L 11 Ly
Ti(x) = sin( = - Im ez "
1 kZ:O n—l—lsm % Z n + 1sin(5) (k:o
or on a
i etz 1 (n+1)iz Sin(@)
S 2 G e
= -1 sin(%)
d’ou ,
Do) = 11 sin?(bo) _ 1 sin( DTy
" n+ 1sin(§)  sin(5) n+1 sin(3) '

Si0<a<metxe[—mmn| vérifie |z| > « alors

|Da(2)] < !

2
(n+1)sin*(§)

et il s’ensuit que D,, converge uniformément vers 0 sur [—7, 7| \ [—¢, a].

Pour tout n € N et tout z € R, on a

Si(z) = — < i f(t)e—iktdt) ik — % " T — Dt

2T
k=0
n 277/ f $ - t)

donc
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Puisque les fonctions que l'on intégre sont 27-périodiques, on obtient en effectuant le changement de
variables u = x — ¢
1 ™

:% .

Ch(x) f(z — u) Dy, (u)du.

Soit € > 0. Puisque la fonction f est continue et 2w-périodique, elle est uniformément continue sur R

donc il existe a €]0, 7| tel que, pour tous z,y € R, on ait

[z -yl <a =|[f(z) - fy) <e.
Pour tout £ € R et tout n € N, on a

1 T 1 (7
@) = Colwll = 5| [ (o =) = f@)Dawde] < o= [ 1f@ =) = $@)] Dafu)d
d’ou, en notant M un majorant de |f| sur R, on a
@) -Gl <5 [ 2mDuidut o [ eDawins T [ Dywdute
z)— Cp(z)| < — n(u)du + — n(uw)du < — n(u)du + €.
2m a<|ul<T 2m ) o T Ja<|u|<w
Or D,, converge uniformément vers 0 sur [—7, 7] \ [—a, ] donc il existe N € N tel que
Vn >N, Dy (u)du <€
a<lul<m
d’out
M
Vn >N, sup|f(z) = Co(z)] < —c+e
z€R T
d’ou le résultat. ]
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