DEVELOPPEMENT 15

METHODE DU GRADIENT A PAS CONJUGUE

Soit A € Sym™ T (n) et b € R™, on note s la solution de Az = b. On note
1
J:R" =Rz~ §<Ax,m> — (b, x).

Soit zg € R™ \ {Zo0}, on pose 1o = b — Axg et K = Vect(ro, Aro, ..., A* 'ro}.

Lemme. — Pour tout s > 0, J admet un unique minimum sur xo+ Ks que l'on note x.

Démonstration. — Puisque A est symétrique définie positive, 'application = +— (Az, x) définit un pro-
duit scalaire donc, d’aprés le théoreme de projection sur un fermé, il existe un unique zs € g + K tel
que

Too — & = inf |z — x| 4-

o = sll, = _inf 7o — 2l

Mais on a
2 2
|2 = Zoo|ly = (AT, 2) — (Aoo, ) — (¥, Also) + (AToo, Too) = 2J () + |70 |y
d’ou
. 2 . 2
inf  ||zeo —z||3 =2 inf J(x)+ |z
int o =gl =2 _int J(@) + sl
or ’application racine carrée est strictement croissante sur R™ donc .J admet un unique minimum atteint
en Is. J
Lemme. — z est lunique minimum de J sur R™.
Démonstration. — On réitere ce calcul en remplacant zg + K par R™, on obtient

0=2 inf J 2
Jof, () + |rooll

d’ou
. 1 1
xlean" J(x) = —§<Axoo,xoo> = —§<b, Too) = J(Too).
O
Lemme. — On a ||zs — 2| 4 = Peinlalsf[x] | P(A)(z0 — o)l 4-
P(0)=1
Démonstration. — On a x € xg + K si et seulement s’il existe (ag,...,as—1) € R® tels que

s—1

r=x9+ g apAlrg
i=0



50 METHODE DU GRADIENT A PAS CONJUGUE

i.e. tels que

s—1 s—1
T — Too = T — Too + Z A (b — Azg) = 20 — Too + ZaoAiH(woo — )
i=0 =0

i.e. si et seulement s’il existe un polynéme P € R,[X] vérifiant P(0) = 1 et tel que
T — Too = P(A)(T0 — Too)-

et le résultat annoncé en découle. O
Proposition. — On a z, = x,,.
Démonstration. — Soit (eq, . .., e,) une base orthonormée de vecteurs propresde Aet A, > --- > A1 >0

les valeurs propres de A. On écrit
mO_xoozglel"i‘"‘"’_gnen ) fz eR
alors
n
|0 — xoou?q = 2512)‘@
i=1
Soit P € R4[X] tel que P(0) =1 alors

P(A)(zo — zoo) = P(A) (Z fi@) = &P(A)e; =) &P(N)e
i=1 i=1 i=1
donc . . .
IP(A) (0 — zoo) | = (A &P (N)es, > &P(N)ei) =Y & P(Ni)?
i=1 i=1 i=1
d’ou

1P(A) (w0 ) [} < (Z@ )Ags}gg;‘ POV,

Soit L(X) = H i 4X alors L est un polynome de degré n, vérifiant L(0) = 1 et tel que L(\) = 0 pour
1=1

toute valeur propre A. On a donc

s = zool% < IL(A) (@0 = 2o0)ll 4 < llo xOOHA)\gSla(X % L(2)]* =0

N
d’ou z,, = Too. O
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