DEVELOPPEMENT 17

THEOREME DE L’INVERSION LOCALE

Théoréme. — Soit f : U — R"™ de classe C' et a € U tel que det Jp(a) # 0. Alors il existe un
voisinage ouvert U' C U de a et un voisinage V de f(a) tels que f: U — V soit un difféomorphisme.

Démonstration. — L’application f est un difféomorphisme local en a si et seulement si I’application

= (dfa) " (fla+2) — f(a))
est un difféomorphisme local en 0, on peut donc supposer que a = 0, f(a) = 0 et df, = idgn. Puisque f
est C1, il existe 7 > 0 tel que ||z|| < r = ||df; — idg=|| < % donc d’apres I'inégalité de la moyenne
B4l

Vo € BO,r), [lo— f(2)] < 5

On fixe y tel que ||y[| < § alors

vz € B(0,7), ly+z— f@)| <yl +llz = f(@)l <r
et on peut donc définir I’application
¢ :B0,r) = B(0,r),z — p(x) =y +z — f(z).
qui est contractante puisque [|dp|| < 1 or B(0,r) est une partie complete de R™ donc il existe un unique
point = € B(0,7) tel que
z=op(r)=y+z— f(z)
En fait, ¢ prend ses valeurs dans la boule ouverte, on a donc montré que pour tout y € B(0, §),
il existe un unique = € B(0,r) tel que f(x) = y donc f réalise une bijection, que 'on note g, de
U= f"1(B0,%) NBO,r) sur V = B(0,%). L’application g est continue (comme restriction de f) et
pour tous z, 2’ € B(0,r), on a

1#(@) ~ £ = lo(a) — o) < 5 1z~ |
i.e. g~ est 2-lipschitzienne. On a donc montré que f est un homéomorphisme local.
Soit av € U tel que dg, soit inversible, on pose 5 = g(a) et L = dg,. Pour h proche de l'origine, on a
a+ h € U et, par continuité de g, k = g(a + h) — g(«) est proche de l'origine ; qui plus est
k=gla+h) —gla) <= h=g"'(B+k) —g (B

L on a k qui tend vers 0 si et seulement si h tend vers 0. On a

k= gla+h) —g(a) = L(h) + [|h] e(|A]])

et par continuité de g et g~

avec (t) 7 0, d’ou

L7 (k) = h+ Al L7 e(IR]) = g7 (B + k) — g7 (8) + Al L~ (A1)
Comme L~Y(k) = h+ ||h]| L=t (e(||h]))), on a
IRl < AL RN+ 127 *) |

d’out

Iz~

e M

hl| <
Il < —
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L1 . .
et lorsque h et k tendent vers 0, % est borné, on note M un majorant. Il vient finalement

AL RN < M KL ERID) |
et comme ||L~*(e(||R[]))|| tend vers 0 lorsque k tend vers 0, on a ||h[| |[L=((||]]))|| = o(||k||) donc
L7 (k) =g~ (B+k) — g~ (8) + o(|IK])
i.e. g~ 1 est différentiable en 8 = g().

Enfin, puisque Isom(R™) est ouvert dans £(R™), puisque dg est continue et puisque dgg est inversible,
il existe un voisinage W C U tel que dg, soit inversible pour tout € W. D’aprés ce qui précede, gy
réalise une bijection de W sur f(W). O
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