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THÉORÈME DE JOHN

Théorème de John. — Un compact K de Rn contenant 0 dans son intérieur est contenu dans un
unique ellipsöıde de volume minimal.

Démonstration. — On note Sym++(n) l’ensemble des matrices symétriques définies positives et on
définit une application µ : Sym++(n) → R en posant µ(S) = 1√

detS
. Si R,S ∈ Sym++(n) alors il

existe P ∈ GLn(R) telle que

R = tP

 r1
. . .

rn

P et S = tP

 s1
. . .

sn

P
où les ri et sj sont strictement positifs. La convexité de Sym++(n) assure que, pour tout t ∈ [0, 1], on a
(1− t)R+ tS ∈ Sym++(n) d’où

µ((1− t)R+ tS) = µ( tPdiag((1− t)r1 + ts1, . . . , (1− t)rn + tsn)P )

=

(
det( tP )

n∏
i=1

((1− t)ri + tsi) det(P )

)− 1
2

= |det(P )|−1
n∏
i=1

((1− t)ri + tsi)−
1
2

= |det(P )|−1
n∏
i=1

e−
1
2
(log((1−t)ri+tsi))

≤ |det(P )|−1
n∏
i=1

e−
1
2
((1−t) log(ri)+t log(si))

par concavité du logarithme, puis

|det(P )|µ((1− t)R+ tS) ≤
n∏
i=1

(r1−ti sti)
− 1

2 ≤

(
(
n∏
i=1

ri)1−t(
n∏
i=1

si)t
)− 1

2

et par convexité de t 7→ e−
1
2
t, on a (en notant R =

∏
ri et S =

∏
si)

|det(P )|µ((1− t)R+ tS) ≤ e−
1
2
((1−t) log

∏
ri+t log

∏
si) ≤ (1− t)e−

1
2

log
∏
ri + te−

1
2

log
∏
si

i.e. µ((1− t)R+ tS) ≤ (1− t)µ(R) + tµ(S) donc l’application µ est convexe sur Sym++(n). De plus, le
cas d’égalité nécessite ri = si pour tout i i.e. R = S et µ est donc strictement convexe.

Notons que la boule unité BS pour un produit scalaire défini par S ∈ Sym++(n) (i.e. pour un ellipsöıde)
est l’image de la boule unité canonique B par A =

√
S−1. En effet, on a

‖X‖ ≤ 1 ⇐⇒ tXX ≤ 1 ⇐⇒ t(AX)S(AX) ≤ 1 ⇐⇒ AX ∈ BS .

Le théorème de changement de variables donne donc v(BS) = |detA| v(B) i.e. v(BS) = µ(S)v(B), il
s’agit donc de minimiser µ sur l’ensemble des S ∈ Sym++(n) telles que K ⊂ BS .
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Notons que si S ∈ Sym++(n) et λ > 0 vérifient λB ⊂ BS alors |||S||| ≤ λ−2. En effet, si ‖X‖ ≤ 1 alors
λX ∈ BS donc 〈

√
SX,

√
SX〉 = 〈SX,X〉 ≤ λ−2 et il s’ensuit que |||

√
S||| ≤ λ−1 d’où |||S||| ≤ λ−2.

Puisque K est borné, il existe r > 0 tel que K ⊂ rB i.e. K ⊂ BS0 où S0 = r−2In. On considère alors
l’ensemble

C = {S ∈ Sym++(n) ; K ⊂ BS et µ(S) ≥ µ(S0)}
qui est un ensemble convexe (du fait de la convexité de µ), non vide (puisque S0 ∈ C) et fermé (le seul
point non trivial est que la limite d’une suite d’éléments de C reste symétrique définie positive ce qui
est assuré par la condition µ(S) ≥ µ(S0) i.e. detS ≥ detS0 > 0). Comme 0 est un point intérieur de K,
il existe λ > 0 tel que K contienne λB et il résulte donc de la remarque ci-dessus que |||S||| ≤ λ−2 pour
tout S ∈ C. L’ensemble C est donc compact. La fonction µ est continue sur le compact C donc admet
un minimum qui est atteint exactement une fois du fait de la stricte convexité de µ.

Application. — Tout sous-groupe compact de GLn(R) est conjugué à un sous-groupe du groupe
orthogonal.

Démonstration. — Soit G un sous-groupe compact de GLn(R), on pose K =
⋃
A∈G

AB. Alors K est

compact (car image du compact G × B par l’application continue (A,X) 7→ AX) qui contient 0 dans
son intérieur (puisque B ⊂ K) donc K est contenu dans un unique ellipsöıde BS de volume minimal.

Soit B ∈ G alors (d’après la définition de K), on a BK = K d’où BpK = K pour tout p ∈ Z or
B ⊂ K ⊂ BS0 donc B ⊂ BpBS0 pour tout p ∈ Z et il s’ensuit 1 = µ(In) ≤ |detB|p µ(S0) pour tout p ∈ Z
donc |detB| = 1. Si on pose R = tBSB alors R ∈ Sym++(n), K ⊂ BR et detR = detS donc R = S
par unicité de l’ellipsöıde BS .

Leçons concernées
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