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FORMULE SOMMATOIRE DE POISSON

Si f ∈ L1(R), on définit sa transformée de Fourier par

f̂(ξ) =
∫

R
e−iξxf(x)dx.

Théorème (Formule sommatoire de Poisson). — Soit f : R → C telle qu’il existe M > 0 et
α > 1 avec |f(x)| ≤ M

(1+|x|)α pour tout x ∈ R. Si
∑
m∈Z

|f̂(m)| <∞ alors∑
m∈Z

f̂(m) = 2π
∑
m∈Z

f(2πm).

Démonstration. — Si |x| ≤ A et |m| ≥ A alors |x+ 2πm| ≥ 2π |m| − |x| ≥ |m| donc

|f(x+ 2πm)| ≤ M

(1 +m)α

donc (cette série étant normalement convergente sur les compacts) on définit une fonction continue
2π-périodique en posant

ϕ(x) =
∑
m∈Z

f(x+ 2πm).

Calculons le coefficient de Fourier de ϕ d’indice m :

cm(ϕ) =
1
2π

∫ 2π

0
ϕ(x)e−imxdx =

1
2π

∫ 2π

0

∑
k∈Z

f(x+ 2kπ)e−imxdx

et la convergence uniforme sur les compacts de la série permet d’écrire

cm(ϕ) =
1
2π

∑
k∈Z

∫ 2π

0
f(x+ 2kπ)e−imxdx =

1
2π

∑
k∈Z

∫ 2(k+1)π

2kπ
f(y)e−imydy =

1
2π

∫
R
f(y)e−imydy

i.e.
cm(ϕ) =

1
2π
f̂(m).

Mais par hypothèse ∑
m∈Z

|cm(ϕ)| = 1
2π

∑
m∈Z

|f̂(m)| < +∞

or une fonction continue dont la série de Fourier converge normalement peut être développée en série
de Fourier d’où pour tout x ∈ R

ϕ(x) =
1
2π

∑
m∈Z

f̂(m)eimx

i.e. ∑
m∈Z

f(x+ 2πm) =
1
2π

∑
m∈Z

f̂(m)eimx

et pour x = 0, on obtient bien le résultat annoncé.
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Exemple. — On considère la fonction f définie sur R par

f(x) = e−ax
2

= e−
(
√

2ax)2

2 , a > 0.

On a alors
f̂(ξ) =

∫
R
f(x)e−iξxdx =

∫
R
e−

(
√

2ax)2

2 e−iξxdx =
1√
2a

∫
R
e−

u2

2 e
−i ξ√

2a
u
du

or si G(u) = e−
u2

2 alors

f̂(ξ) =
1√
2a
Ĝ

(
ξ√
2a

)
=
√

2π√
2a
G

(
ξ√
2a

)
i.e.

f̂(ξ) =
√
π

a
e−

ξ2

4a .

On peut donc appliquer la formule de Poisson, de sorte que√
π

a

∑
m∈Z

e−
m2

4a = 2π
∑
m∈Z

e−4aπ2m2
.

En particulier, si θ(t) =
∑
m∈Z

e−πtm
2

pour t > 0 alors

θ(t) =
∑
m∈Z

e−πtm
2

=
∑
m∈Z

e−4aπ2m2

où a = t
4π , d’où

θ(t) =
1
2π

√
π

a

∑
m∈Z

e−
m2

4a =
1
2π

√
4π2

t

∑
m∈Z

e−
πm2

t =
1√
t
θ

(
1
t

)
.
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46 Développement d’une fonction périodique en série de Fourier. Exemples et applications
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