DEVELOPPEMENT 28

THEOREME TAUBERIEN FORT

Théoréme taubérien d’Hardy-Littlewood. — Si (a,), est une suite réelle avec a,, = O(L), telle

que > apx™ a un rayon de convergence > 1 et que sa somme vérifie lim F(x) = £ alors la série
n>0 r—17

> ay converge et sa somme vaut £.

Démonstration. — Quitte a considérer la suite (by,),, définie par by = ag — ¢ et b,, = a,, pour tout n > 1,
on peut supposer que ¢ = 0. On consideére alors ’ensemble © des applications 6 : [0,1] — R telles que

Z anf(x™) converge pour 0 <x <1 et lim Zanﬁ(x") = 0.
n>0 rz—1 >0

L’hypothese sur la série > a,x™ assure que les polynémes sont dans ©.

1

e On considere la fonction g : [0,1] — R définie par g(t) = 0 pour 0 < ¢ < ;5 et par g(t) = 1 pour
% <t<1l.Si0<z<1lalorsona0<z"< % des que n > —iggi et il s’ensuit en notant N, la partie

N,

s log 2

entiere de _1g§x que : V0 <z <1, Zang(q:”) — Za"'
n>0 n=0

Si on montre que g € © alors on aura bien la convergence de Y ay,.

e On définit h : [0,1] — R par h(0) = —1, h(1) =1 et

1

t
h(t) = 5y pour 0<t<lie h(t)= til
t
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Soit € > 0, on considére s; et so continues telles que s; < h < s9 et / (s2(t) — s1(t))dt < e alors,

0
d’apres le théoréeme de Weierstrass, il existe ¢1 et to polynomiales sur [0, 1] telles que [t; — s1] < € et
|ta — so| < e. Sion poseu; =t —¢c et ug =ty —e,on aalors u; < s1 < h < sy <ug et

1 1 1
/ (uz(z) — up(z))dr < / (ta(x) — ti(x) + 2e)dx < / (s2(x) — s1(x) + 4e)dz < be.
0 0 0

Les polynoémes pi(z) = z + z(1 — x)ui(z) et p2(x) = x + x(1 — z)us(x) vérifient p;(0) =0, p;(1) =1 et
p1 < g < po; il s’ensuit que le polynome

—M—ua:—uxvérie lx:c
q(x) = (-2 2(x) 1(x) fi /Oq( )dx < 5e.
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e On a g( ") = 0 dés que 2" < 3, donc la série Y ang(x™) converge pour tout xz € [0,1[. Puisque

an = O(2), il existe M > 0 tel que |an| < M pour tout n, donc on a pour tout x € [0,1]
—+o0

S ang(a™) - Zanm(x < Z lan] (p2 — p1)(@")

n=0 n=0

<MZ "=t )

+oo
< M(1-—2x) Zm”q(x”
n=1
i.e.
)+ M(1—x) Zm q(x
n=1
+oo
Comme p; € O, il existe 0 < A < 1 tel que ) appi(z™) < e donc
n=0
+oo
Vo € [\ 1], <e+ M1 -1z qu ™.
n=1

e Il suffit donc, pour conclure, de montrer que pour tout polynome f, on a
1

+oo
(1—2)y a"f(z") —— [ f(t)dt

r—1- 0

et, par linéarité, on peut se limiter au cas ou f(t) = z¥. Dans ce cas, on a pour tout z € [0,1]
+o0

1—2z
k+1\n
1—1’2“'”1” =(1-2)) (@)= —p
n=0
i.€.
1 1
1— n ny _
(=2 2" /") I+az+-+azk o= k+1
1
et on a bien le résultat souhaité puisque = / t*dt. ]
k+1 0
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Compléments
Un exercice classique. —
Proposition. — Si (u,), est une suite positive décroissante telle que > u, converge alors u, = o(L).
+oo
Démonstration. — Soit € > 0, puisque »_ u,, converge, il existe N € N tel que Z U, < € et comme
n=N+1

la suite (uy), est décroissante, on a pour tout p > N

(p—N)up <unyi +unt2+ - +u, < Z Uy < E.

n=N+1
Sip> 2N alors & 5<p—N donc & Sup < € i.e. pup < 2¢ et on obtient hril puy, = 0. ]
p—-+oo
Le théoréme taubérien faible. —
Proposition. — Si f(z Zan " est une série entiére de rayon de convergence 1 telle que a, =
n>0
o(1) et lim f(z) =S eziste alors Zan converge et Zan =S5.
r—1—
n>0 n>0
N
Démonstration. — Pour tout N > 0, on pose Sy = >_ a,, alors pour tout x €]0, 1] et tout N >0, on a
n=0
+00
Sy — f(z Zanl—x Z anx”
n=N+1

oronapour 0 <zx<1

l—a2"=(1—-2)1+z+-+2"") <n(l -z

d’ou
+00 n
1Sy — f()] < Z jan| (L —2)+ Y lan] 2"

n=N+1

Puisque la suite (kag)i tend vers 0, on peut en considérer un majorant M, on obtient
1 =
SN — < NM(1- — < NM(1- _ .
S = SO < NMO=0) 4 3 suplonl 35 &< NM( =)+ s sup o
Soit 0 < £ < 1, d’aprés ce qui précede, on a
‘SN f(1— —)‘ < M5+ — Sup n |ap|
N € n>N

or la suite (kag)x tend vers 0 donc il existe Ny € N tel que sup n|a,| < £ d’ott

n>Nog

YN 2 No, [Sv - £ - o) < (M +1)e
Puisque f(x) tend vers S lorsque z tend vers 17, il existe N1 > Ny tel que
YN =N, |S-f0- )| <e

N

d’oul
YN >Ny, |S— Sy| < ‘s £ 1_7 ( \sN £ 1_N)’ < (M +2)e

i.e. Sy tend vers S quand N tend vers I'infini. O
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Le théoréme d’Abel non tangentiel. —

Proposition. — Si f(z) = Z anz" est une série entiére de rayon de convergence > 1 telle que Y ap
n>0
converge. Pour 0 < 6y < 5, on considere le secteur

Ngy={2€C; |z]<1etIp>0,30€[0p,00) ) z=1-pe}
alors lim f(z):Zan.

ZGAeo n>0
“+oo
Démonstration. — On note S = Z an et R, = Z ay, pour tout n € N. Soit z € C avec |z| < 1, on
n>0 k=n+1

effectue la transformation d’Abel a,, = R,,_1 — Ry, alors
F2)=8=> an(z" =1)=> (Ru1— Rp)(z" = 1) =Y Ry(z""' = 1) = Y Ru(2" - 1)
n>1 n>1 n>0 n>1

donc

fz)=S=(z=1)> Rp2".

n>0
Soit € > 0 et N € N tel que |R,| < € pour tout n > N alors, pour tout z € C avec |z| < 1, on a

N +o0

N
z—1
1) =81 =1l |S0 Ros| #els=1] Y Bl Sle= U S IRal 4oy
n=0 n=N+1 n=0
N
et il existe o > 0 tel que pour |z — 1| < a on ait |z — 1] Z |Ry| < e i.e.pour |z —1| < aet|z] <1, on
a n=0
|z =1
-S| <el1 :
1) -sl<e (14557

Siz € Ag, alors z =1 — pe' avec p > 0 et —fy < 0 < 6y donc \z\Q =1—2pcosf + p?, d’ott (puisque
2| <1)

|z—1|_\z—l\(1+]z\)<2]z—1]_ 2p B 2
1—|z| 1—|z\2 - 1—|z[2 "~ 2pcosf —p2  2cosf —p
et pour p < cos by il vient
2 — 1| 2 2
< = .
1—|z| =~ 2cosfy —cosfy  cosby

Ainsi, si z € Ay, et si |z — 1| < inf{a,cosb}, on a

10 -sl<e (1 2p)

cos by

donc f(z) tend vers S = Z ap quand z tend vers 1. O
n>0

1)
Exemples. — On considere la série Z 2(_1_)1
n

(" D, ™
1 =1 t = tanl = —.
Z 11m Z 1m arctanx arctan 4

alors

= x
o 2n+1 x—1— "0 2n+1 x—1—
s . (=1t
On considere la série Z -~ alors
n
-1 n—1 -1 n—1
Z =V lim Z Lx” = lim log(l + z) = log 2.
n x—1— n r—1—
n>1 n>1
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Remarque. — Soit (ay), une suite de C et soit (b,), une suite d’applications d’un ensemble 7" dans
C. Si Y a, converge et s'il existe ¢ > 0 avec
n>0

sup » _ [bu(t) = bn1(t)| < ¢ et sup|b,(t)| < e
teT n>1 n,t

alors E anby(t) converge uniformément sur 7.
n>0

n
En effet, posons r, = > a;, Sp(t) = > a;b;(t) et p, = sup |ry,|, alors pour ¢ >p >0 on a
j=0

j>n m>n
q q q q+1
So(t) = Sp(t) = D agbi(t) = > (rj—rpr0)bi(t) = D wibi(t) = Y ribja(t)
j=p+1 J=p+1 Jj=p+1 Jj=p+2
i.e. .
Sq(t) — Sp(t) = Z 7 (0j(t) — bj—1(1)) + rp+1bp41 () — rgs1bg(t)
Jj=p+2
d’ou

q
|5q(t) = Sp(t)] < Z pp 05 () = bj—1(t)| + pp [bp+1(t)] + pp bg(t)| < 3cpy

J=p+2

et il s’ensuit que pour ¢ > p > 0 on a

sup [,(t) — S,(1)| < 3cp,
teT

et comme p, —— 0, on a bien la convergence uniforme des S,.
p—+o0

On en déduit une preuve rapide du théoreme non tangentiel d’Abel. On pose b, (z) = 2" sur le secteur
T et on considie z = 1 —re. Si r = 0 alors b,(2) =1 = b,_1(2) donc 3. |bp(t) — by_1(t)] = 0. Sir >0
n>1

alors (en choisissant r < p < 2cos )

S o) = ba ()] = S a1z < 22l 2

2 —_—
= = 1— |z 2cosby—p

alors ¢ = > 1 vérifie aussi |b,(2)] < 1 < ¢ pour z € T. Donc la série converge uniformément

2
2cosbo—p
sur le secteur. Notons en particulier que la série converge uniformément sur [0, 1].

sinnt w—t
Application. — Pour tout 0 < t < 27, on a Z = .
n

2
n>1

La série entiere ) &n"tz" est de rayon 1 et converge en 1. Pour 0 <r < 1 et u € R, on pose

n>1
sinnt rsinu
u) = r" et u) = arctan —
fr(w) Z n gr(w) 1 —7rcosu
n>1
alors ) )
, re' rcosu —r ,
u) = Re — = =q(u
fr(w) 1—reiv 1 —2rcosu+ r2 9r(v)
or fr(0) = g-(0) donc fr(u) = gr(u) pour tout u € R. D’apres le théoréme d’Abel, on a donc
sin nt sin nt rsint sint
Z = lim Z " = lim arctan —— = arctan —
& on r—1m 4 r—l— 1—17rcost 1 —cost
int 2sin £ cos £ t ¢
or S = 25512% 2 =tan(5 — 5) et —§ < 75 < § donc
sin nt T —t T—t
= arctan tan 5 = 5
n>1 n
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Un autre théoréme taubérien. —
n
Proposition. — Soit (a,), une suite décroissante de réels positifs, S, = > ar et 0 < o < 1 alors
k=0
1 1
Ay ~ — <> S ~ .
" po " (1 —a)naet
Démonstration. — Le sens direct est facile. Réciproquement, posons ¢ = lim inf n%a,, et L = lim sup n®an,

on considere § > 1 et m = [nd] alors la décroissance de (a, ), donne
Sm—Sn =any1+ -+ am < (m—n)a, < (§ —1)na,

a—1 1 1
) m* S, —n* S, .

d’ou pour tout n > 1
1 _ 1 n
na, > 5_1na 1(Sm_Sn> > 51 [(m
Puisque m ~ nd on a
1 1 1 0 t—1
EZI i f o >7 60[*1 —_ g
lmm”a"—é—J 1-a 1—04} l-a 6-1
> i 1—a)=1.
_63%1—0[( @)

d’on
On considére maintenant 0 < 6 < 1 et m = [nd] alors
Sp—Sm =amt1+ -+ an, < (n—m)ay
n >a—1i|

d’ou pour tout n > 1
n“a, < n® 1S, —mets (
d’ou 51
1 1 1 1 1-6"¢
L =1 “a, < = ol = ——
s a”1—5[1—a 1-a ] l-a 1-0
puis
1 1-4t@ 1
L < lim = 1—a)=1.
Téotl—a 1-96 1—a( )

On a donc limsupn®a, <1 < liminfn%a,, i.e. ap, ~ 5. O

Remarque. — L’hypotheése de décroissance de la suite (a,, ), est indispensable pour la seconde partie ;
il suffit par exemple de poser a,, = ﬁ si n > 2 est pair et a, = 0 sinon.

Références
X. Gourdon, Les maths en téte. Analyse, Ellipses, 1994.
C. Zuily et H. Queffélec, Eléments d’analyse pour l’agrégation, Masson, 1995.

Sébastien Pellerin




