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THÉORÈME TAUBÉRIEN FORT

Théorème taubérien d’Hardy-Littlewood. — Si (an)n est une suite réelle avec an = O( 1
n), telle

que
∑
n≥0

anx
n a un rayon de convergence ≥ 1 et que sa somme vérifie lim

x→1−
F (x) = ` alors la série∑

an converge et sa somme vaut `.

Démonstration. — Quitte à considérer la suite (bn)n définie par b0 = a0− ` et bn = an pour tout n ≥ 1,
on peut supposer que ` = 0. On considère alors l’ensemble Θ des applications θ : [0, 1] → R telles que∑

n≥0

anθ(xn) converge pour 0 ≤ x < 1 et lim
x→1−

∑
n≥0

anθ(xn) = 0.

L’hypothèse sur la série
∑
anx

n assure que les polynômes sont dans Θ.

• On considère la fonction g : [0, 1] → R définie par g(t) = 0 pour 0 ≤ t < 1
2 et par g(t) = 1 pour

1
2 ≤ t ≤ 1. Si 0 ≤ x < 1 alors on a 0 ≤ xn < 1

2 dès que n > − log 2
log x et il s’ensuit en notant Nx la partie

entière de − log 2
log x que : ∀0 ≤ x < 1 ,

∑
n≥0

ang(xn) =
Nx∑
n=0

an.

Si on montre que g ∈ Θ alors on aura bien la convergence de
∑
an.

• On définit h : [0, 1] → R par h(0) = −1, h(1) = 1 et

h(t) =
g(t)− t

t(1− t)
pour 0 < t < 1 i.e. h(t) =


1

t− 1
si 0 ≤ t < 1

2

1
t

si 1
2 ≤ t ≤ 1

Soit ε > 0, on considère s1 et s2 continues telles que s1 ≤ h ≤ s2 et
∫ 1

0
(s2(t) − s1(t))dt < ε alors,

d’après le théorème de Weierstrass, il existe t1 et t2 polynômiales sur [0, 1] telles que |t1 − s1| < ε et
|t2 − s2| < ε. Si on pose u1 = t1 − ε et u2 = t2 − ε, on a alors u1 < s1 ≤ h ≤ s2 < u2 et∫ 1

0
(u2(x)− u1(x))dx ≤

∫ 1

0
(t2(x)− t1(x) + 2ε)dx ≤

∫ 1

0
(s2(x)− s1(x) + 4ε)dx < 5ε.

Les polynômes p1(x) = x+ x(1− x)u1(x) et p2(x) = x+ x(1− x)u2(x) vérifient pi(0) = 0, pi(1) = 1 et
p1 ≤ g ≤ p2 ; il s’ensuit que le polynôme

q(x) =
p2(x)− p1(x)
x(1− x)

= u2(x)− u1(x) vérifie
∫ 1

0
q(x)dx < 5ε.
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• On a g(xn) = 0 dès que xn < 1
2 , donc la série

∑
ang(xn) converge pour tout x ∈ [0, 1[. Puisque

an = O( 1
n), il existe M > 0 tel que |an| ≤ M

n pour tout n, donc on a pour tout x ∈ [0, 1[∣∣∣∣∣
+∞∑
n=0

ang(xn)−
+∞∑
n=0

anp1(xn)

∣∣∣∣∣ ≤
+∞∑
n=0

|an| (p2 − p1)(xn)

≤M
+∞∑
n=1

xn(1− xn)
n

q(xn)

≤M(1− x)
+∞∑
n=1

xnq(xn)

i.e. ∣∣∣∣∣
+∞∑
n=0

ang(xn)

∣∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣∣
+∞∑
n=0

anp1(xn)

∣∣∣∣∣+M(1− x)
+∞∑
n=1

xnq(xn).

Comme p1 ∈ Θ, il existe 0 < λ < 1 tel que
+∞∑
n=0

anp1(xn) < ε donc

∀x ∈ [λ, 1[,

∣∣∣∣∣
+∞∑
n=0

ang(xn)

∣∣∣∣∣ ≤ ε+M(1− x)
+∞∑
n=1

xnq(xn).

• Il suffit donc, pour conclure, de montrer que pour tout polynôme f , on a

(1− x)
+∞∑
n=1

xnf(xn) −−−−→
x→1−

∫ 1

0
f(t)dt

et, par linéarité, on peut se limiter au cas où f(t) = xk. Dans ce cas, on a pour tout x ∈ [0, 1[

(1− x)
+∞∑
n=0

xnf(xn) = (1− x)
+∞∑
n=0

(xk+1)n =
1− x

1− xk+1

i.e.

(1− x)
+∞∑
n=0

xnf(xn) =
1

1 + x+ · · ·+ xk
−−−−→
x→1−

1
k + 1

et on a bien le résultat souhaité puisque
1

k + 1
=
∫ 1

0
tkdt.
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Sébastien Pellerin



87

Compléments

Un exercice classique. —
Proposition. — Si (un)n est une suite positive décroissante telle que

∑
un converge alors un = o( 1

n).

Démonstration. — Soit ε > 0, puisque
∑
un converge, il existe N ∈ N tel que

+∞∑
n=N+1

un < ε et comme

la suite (un)n est décroissante, on a pour tout p > N

(p−N)up ≤ uN+1 + uN+2 + · · ·+ up ≤
+∞∑

n=N+1

un < ε.

Si p > 2N alors p
2 < p−N donc p

2up ≤ ε i.e. pup ≤ 2ε et on obtient lim
p→+∞

pup = 0.

Le théorème taubérien faible. —
Proposition. — Si f(z) =

∑
n≥0

anz
n est une série entière de rayon de convergence 1 telle que an =

o( 1
n) et lim

x→1−
f(x) = S existe alors

∑
n≥0

an converge et
∑
n≥0

an = S.

Démonstration. — Pour tout N ≥ 0, on pose SN =
N∑
n=0

an alors pour tout x ∈]0, 1[ et tout N ≥ 0, on a

SN − f(x) =
N∑
n=0

an(1− xn)−
+∞∑

n=N+1

anx
n

or on a pour 0 < x < 1

1− xn = (1− x)(1 + x+ · · ·+ xn−1) ≤ n(1− x)

d’où

|SN − f(x)| ≤
N∑
n=0

n |an| (1− x) +
+∞∑

n=N+1

n

N
|an|xn.

Puisque la suite (kak)k tend vers 0, on peut en considérer un majorant M , on obtient

|SN − f(x)| ≤ NM(1− x) +
1
N

sup
n>N

n |an|
+∞∑

n=N+1

xn ≤ NM(1− x) +
1

N(1− x)
sup
n>N

n |an| .

Soit 0 < ε < 1, d’après ce qui précède, on a∣∣∣SN − f(1− ε

N
)
∣∣∣ ≤Mε+

1
ε

sup
n>N

n |an|

or la suite (kak)k tend vers 0 donc il existe N0 ∈ N tel que sup
n>N0

n |an| < ε2 d’où

∀N ≥ N0 ,
∣∣∣SN − f(1− ε

N
)
∣∣∣ ≤ (M + 1)ε.

Puisque f(x) tend vers S lorsque x tend vers 1−, il existe N1 ≥ N0 tel que

∀N ≥ N1 ,
∣∣∣S − f(1− ε

N
)
∣∣∣ ≤ ε

d’où
∀N ≥ N1 , |S − SN | ≤

∣∣∣S − f(1− ε

N
)
∣∣∣+ ∣∣∣SN − f(1− ε

N
)
∣∣∣ ≤ (M + 2)ε

i.e. SN tend vers S quand N tend vers l’infini.
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Le théorème d’Abel non tangentiel. —

Proposition. — Si f(z) =
∑
n≥0

anz
n est une série entière de rayon de convergence ≥ 1 telle que

∑
an

converge. Pour 0 ≤ θ0 <
π
2 , on considère le secteur

∆θ0 = {z ∈ C ; |z| < 1 et ∃ρ > 0,∃θ ∈ [−θ0, θ0] / z = 1− ρeiθ}

alors lim
z→1

z∈∆θ0

f(z) =
∑
n≥0

an.

Démonstration. — On note S =
∑
n≥0

an et Rn =
+∞∑

k=n+1

ak pour tout n ∈ N. Soit z ∈ C avec |z| < 1, on

effectue la transformation d’Abel an = Rn−1 −Rn, alors

f(z)− S =
∑
n≥1

an(zn − 1) =
∑
n≥1

(Rn−1 −Rn)(zn − 1) =
∑
n≥0

Rn(zn+1 − 1)−
∑
n≥1

Rn(zn − 1)

donc
f(z)− S = (z − 1)

∑
n≥0

Rnz
n.

Soit ε > 0 et N ∈ N tel que |Rn| < ε pour tout n ≥ N alors, pour tout z ∈ C avec |z| < 1, on a

|f(z)− S| ≤ |z − 1|

∣∣∣∣∣
N∑
n=0

Rnz
n

∣∣∣∣∣+ ε |z − 1|
+∞∑

n=N+1

|z|n ≤ |z − 1|
N∑
n=0

|Rn|+ ε
|z − 1|
1− |z|

et il existe α > 0 tel que pour |z − 1| < α on ait |z − 1|
N∑
n=0

|Rn| < ε i.e. pour |z − 1| < α et |z| < 1, on

a

|f(z)− S| ≤ ε

(
1 +

|z − 1|
1− |z|

)
.

Si z ∈ ∆θ0 alors z = 1 − ρeiθ avec ρ > 0 et −θ0 ≤ θ ≤ θ0 donc |z|2 = 1 − 2ρ cos θ + ρ2, d’où (puisque
|z| < 1)

|z − 1|
1− |z|

=
|z − 1| (1 + |z|)

1− |z|2
≤ 2 |z − 1|

1− |z|2
=

2ρ
2ρ cos θ − ρ2

=
2

2 cos θ − ρ

et pour ρ ≤ cos θ0 il vient
|z − 1|
1− |z|

≤ 2
2 cos θ0 − cos θ0

=
2

cos θ0
.

Ainsi, si z ∈ ∆θ0 et si |z − 1| < inf{α, cos θ0}, on a

|f(z)− S| ≤ ε

(
1 +

2
cos θ0

)
donc f(z) tend vers S =

∑
n≥0

an quand z tend vers 1−.

Exemples. — On considère la série
∑ (−1)n

2n+ 1
alors∑

n≥0

(−1)n

2n+ 1
= lim

x→1−

∑
n≥0

(−1)n

2n+ 1
xn = lim

x→1−
arctanx = arctan 1 =

π

4
.

On considère la série
∑ (−1)n−1

n
alors∑

n≥1

(−1)n−1

n
= lim

x→1−

∑
n≥1

(−1)n−1

n
xn = lim

x→1−
log(1 + x) = log 2.
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Remarque. — Soit (an)n une suite de C et soit (bn)n une suite d’applications d’un ensemble T dans
C. Si

∑
n≥0

an converge et s’il existe c > 0 avec

sup
t∈T

∑
n≥1

|bn(t)− bn−1(t)| ≤ c et sup
n,t

|bn(t)| ≤ c

alors
∑
n≥0

anbn(t) converge uniformément sur T .

En effet, posons rn =
∑
j≥n

aj , Sn(t) =
n∑
j=0

ajbj(t) et ρn = sup
m≥n

|rm|, alors pour q > p ≥ 0 on a

Sq(t)− Sp(t) =
q∑

j=p+1

ajbj(t) =
q∑

j=p+1

(rj − rj+1)bj(t) =
q∑

j=p+1

rjbj(t)−
q+1∑
j=p+2

rjbj−1(t)

i.e.

Sq(t)− Sp(t) =
q∑

j=p+2

rj(bj(t)− bj−1(t)) + rp+1bp+1(t)− rq+1bq(t)

d’où

|Sq(t)− Sp(t)| ≤
q∑

j=p+2

ρp |bj(t)− bj−1(t)|+ ρp |bp+1(t)|+ ρp |bq(t)| ≤ 3cρp

et il s’ensuit que pour q > p ≥ 0 on a

sup
t∈T

|Sq(t)− Sp(t)| ≤ 3cρp

et comme ρp −−−−→
p→+∞

0, on a bien la convergence uniforme des Sn.

On en déduit une preuve rapide du théorème non tangentiel d’Abel. On pose bn(z) = zn sur le secteur
T et on considr̀e z = 1− reiθ. Si r = 0 alors bn(z) = 1 = bn−1(z) donc

∑
n≥1

|bn(t)− bn−1(t)| = 0. Si r > 0

alors (en choisissant r ≤ ρ < 2 cos θ0)∑
n≥1

|bn(t)− bn−1(t)| =
∑
n≥0

|z|n |1− z| ≤ 2 |1− z|
1− |z|2

≤ 2
2 cos θ0 − ρ

alors c = 2
2 cos θ0−ρ ≥ 1 vérifie aussi |bn(z)| ≤ 1 ≤ c pour z ∈ T . Donc la série converge uniformément

sur le secteur. Notons en particulier que la série converge uniformément sur [0, 1].

Application. — Pour tout 0 < t < 2π, on a
∑
n≥1

sinnt
n

=
π − t

2
.

La série entière
∑
n≥1

sinnt
n zn est de rayon 1 et converge en 1. Pour 0 ≤ r < 1 et u ∈ R, on pose

fr(u) =
∑
n≥1

sinnt
n

rn et gr(u) = arctan
r sinu

1− r cosu

alors

f ′r(u) = Re
reiu

1− reiu
=

r cosu− r2

1− 2r cosu+ r2
= g′r(u)

or fr(0) = gr(0) donc fr(u) = gr(u) pour tout u ∈ R. D’après le théorème d’Abel, on a donc∑
n≥1

sinnt
n

= lim
r→1−

∑
n≥1

sinnt
n

rn = lim
r→1−

arctan
r sin t

1− r cos t
= arctan

sin t
1− cos t

or sin t
1−cos t = 2 sin t

2
cos t

2

2 sin2 t
2

= tan(π2 −
t
2) et −π

2 <
π−t
2 < π

2 donc∑
n≥1

sinnt
n

= arctan tan
π − t

2
=
π − t

2
.
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Un autre théorème taubérien. —

Proposition. — Soit (an)n une suite décroissante de réels positifs, Sn =
n∑
k=0

ak et 0 < α < 1 alors

an ∼
1
nα

⇐⇒ Sn ∼
1

(1− α)nα−1
.

Démonstration. — Le sens direct est facile. Réciproquement, posons ` = lim inf nαan et L = lim supnαan,
on considère δ > 1 et m = [nδ] alors la décroissance de (an)n donne

Sm − Sn = an+1 + · · ·+ am ≤ (m− n)an ≤ (δ − 1)nan
d’où pour tout n ≥ 1

nαan ≥
1

δ − 1
nα−1(Sm − Sn) ≥

1
δ − 1

[( n
m

)α−1
mα−1Sm − nα−1Sn

]
.

Puisque m ∼ nδ on a

` = lim inf nαan ≥
1

δ − 1

[
δα−1 1

1− α
− 1

1− α

]
=

1
1− α

δα−1 − 1
δ − 1

d’où
` ≥ lim

δ→1+

1
1− α

(1− α) = 1.

On considère maintenant 0 < δ < 1 et m = [nδ] alors

Sn − Sm = am+1 + · · ·+ an ≤ (n−m)an
d’où pour tout n ≥ 1

nαan ≤
1

1− m
n

[
nα−1Sn −mα−1Sm

( n
m

)α−1
]

d’où

L = lim supnαan ≤
1

1− δ

[
1

1− α
− 1

1− α
δ1−α

]
=

1
1− α

1− δ1−α

1− δ
puis

L ≤ lim
δ→1+

1
1− α

1− δ1−α

1− δ
=

1
1− α

(1− α) = 1.

On a donc lim supnαan ≤ 1 ≤ lim inf nαan i.e. an ∼ 1
nα .

Remarque. — L’hypothèse de décroissance de la suite (an)n est indispensable pour la seconde partie ;
il suffit par exemple de poser an = 1√

n
si n ≥ 2 est pair et an = 0 sinon.
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