DEVELOPPEMENT 29

THEOREME DE TIETZE

Lemme. — Soit T € L(E,F) ou E et F sont des espaces de Banach.

On suppose qu’il existe 0 < o < 1 et C' < oo tels que, pour tout y € F vérifiant |ly|| < 1, il existe
x € E tel que |x] < C et ||y — T(z)| < a. Alors, pour tout y € F vérifiant ||y|| < 1, il existe v € E tel
que y =T(z) et |z| < %

Démonstration. — On construit par récurrence une suite (z,)n,>1 vérifiant
lznll < C et |ly—T(x1) —aTl(xy) — -+ —an—1T(x,)| < ™.
Par hypothese, z1 existe. Supposons z1, ..., x, construits alors
y—T(x1) —aT(x2) — - —an—1T(z,) ‘ -1
o <

donc il existe z,+1 € F tel que |x,41] < C et
H y—T(x1) — aT(x2) — - —an—1T(z,)
an

- T(xn—&-l)

7.€.
ly —T(z1) — aT(z2) — -+ —an — 1T (z,) — a"T(xp41)]| < o™t

“+oo

On pose alors = = g oz, (il s’agit d’une série normalement convergente dans ’espace de Banach
n=1

E donc convergente) alors on a

C

11—«

+o0
lfl <> la|| <
n=1

et en passant a la limite dans la relation
ly =T (x1) — - —an = 1T(z,)[| < "
on obtient bien T'(x) = y. O

Théoréme. — Soit Y un fermé d’un espace métrique (X, d) et go : Y — R continue. Alors gy admet
un prolongement continu fo: X — R.

Démonstration. — On note CP(X,R) (resp. C)(Y,R)) I'espace des fonctions continues bornées définies
sur X (resp. Y) a valeurs réelles muni de la norme || f||,, = sup |f(x)| (resp. || f]l,, = sup|f(y)|) et on
zeX yey

considere 'application “restriction & Y”
Soit g € C)(Y,R) telle que [|g||,, < 1, on pose
1

1
YT={yeYv; 39y slp et Yo ={yeY; —1<g(y) < -3}
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et
1 d(ya Y_) B d(yv Y+)

) = 3d(y,Y ) +d(y, Y+)
alors f € C)(X,R) et [|f]| < 3. Montrons que IT(f) = gl < 2 en distinguant trois cas :
~siye Y alors g(y) — fy) = g(y) — 5 € 0, 30
—siye Y alors g(y) — f(y) = 9(y) + 5 € [-3,0],
sy Y\ (I UY) alors (o) — )] < la(0)] < )] < 3+ 5= &
On peut appliquer le lemme (avec o = 3 et C' = %) donc, pour tout g €
existe f € CP(X,R) vérifiant || || <1et T(f) =g.

Supposons maintenant que g € Cp(Y,R) vérifie [g(y)| < 1 pour tout y € Y. D’apres ce qui précede,
il existe un prolongement h tel que |h(z)| < 1 pour tout x € X. On veut montrer qu’il existe un
prolongement f de g tel que |f(z)| < 1 pour tout x € X : c’est fini si |h(x)| < 1 pour tout z € X, sinon
on pose f = uh ou

CY(Y,R) vérifiant [|g]| , <1, il

d(x, Z)
d(z,Y)+d(x,Z
alors f répond bien au probleme puisque v = 1 sur Y, |f(x)| < |h(x)| pour tout z € X et f(z) = 0 si
hz)| = 1.

Pour conclure, on considére un homéomorphisme ¢ de R sur | — 1,1[ alors ¢ = ¢ o gy admet un
prolongement f tel que |f(z)| < 1 pour tout = € X donc fy = ¢! o f prolonge bien g. O

u(z) = ou Z=A{ze X;|h(z)] =1}
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