DEVELOPPEMENT 30

FONCTIONS A VARIATION BORNEE

Pour tout segment [a,b] de R, on note sub([a, b]) I'ensemble des subdivisions o de [a, ] :
a=z0<x1 < - <xp=>=.

Si o est une telle subdivision alors, pour toute application f : [a,b] — R, on note

n—1
vary(f) = Z |f(ht1) — fla)]
k=0

S’il existe M > 0 telle que var,(f) < M pour toute subdivision o de [a,b] alors on dit que f est a
variation bornée et on note

V(f,a,b) = sup wars(f).
oesub([a,b])

On suppose dans le lemme suivant que f est a variation bornée sur [a, b).

Lemme. — Si[c,d] C [a,b] alors fi.q est a variation bornée et on note
V(f7 Gy d) = Sup Uaro(f\ [c,d})'
oesub([c,d])
De plus, sia <z <y<z<b, alors V(f,z,y)+V(f,y,z) =V(f, x,z).

Démonstration. — Sio:c=x9 < x1--- < x, = d est une subdivision de [c, d] alors
oira<zyg<z--<xp<b
est une subdivision de [a, b] et il vient

vare(fleq) < varg (f) < M
et cette majoration est valable pour tout o € sub([c,d]) donc fj. 4 est & variation bornée.

Soit 01 : x = xp < x1--- < xp = y une subdivision de [z,y] et o2 1 y = yo < y1--- < Yy, = z est une
subdivision de [y, z] alors, on obtient naturellement une subdivision o de [z, z] en concaténant o et o9,
d’out

'Uara)l(f) +varg, (f) = Uar(f(f) < V(fv €, Z)

et cette majoration est valable pour tout o1 € sub([x,y]) et pour tout o2 € sub(ly, z]) donc

V(f,z,y) +V(f,y,2) <V(f,z,2).

Réciproquement, si o est une subdivision de [z, z] alors, quitte & ajouter le point y, on a naturellement
une subdivision o’ de [z, z] vérifiant vary(f) < vary (f). Si o’ est de la forme x = zg < z1--- < zp =
y<yp<---<yg=zonnoteoy:x=x9<T1--<Tp=yetoyg:y=yo <y <---<yq =z desorte
que

varg(f) < vare (f) = vare, (f) + vare,(f) <V (f,z,y) + V(f,y,2)
or cette inégalité est vraie pour toute subdivision o de [z, z] donc V(f, z,z) < V(f,z,y)+V(f,y,z). O
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Proposition. — Si g: [a,b] — R est de classe C! alors g est a variation bornée et

b
V(g,a,b) :/ ’g/(tﬂdt.

Démonstration. — Soit 0 : a = g < x1 < -+ < x, = b une subdivision de [a, b] alors, pour tout k, on a
Tk+1 Tk+1
steen) — o)l = | [ ga] < [ o) a
Tk Tk
n b
d’ott var,(g) = Z|g(xk+1 g(zk)| < Z/ lg'(t)| dt = / |g'(t)| dt et cette relation est vraie
k=0

pour toute subdivision ¢ de [a, b] donc g est a variation bornée et V (g, a,b) / ‘ g ‘ )| dt.

Soit 0 :a=x9 < w1 < --- < z, = b une subdivision de [a, b] alors le théoreme des accroissements finis
permet d’écrire g(ka) g(zk) = (fz:k+1 —21)g (0k), avec zp, < O < xg41, de sorte que

n—1

vare (g Z \9(@kt1) — g(zp)| = Z($k+1 S OIACHIE

k=0

Cette derniére expression est une somme de Riemann pour la fonction |¢'|, relativement & la subdivision

b
o pointée aux 0, donc var,(g) |—> / ‘g’(t)’ dt ou |o| représente le pas de la subdivision o, d’ou
o|—0 a

b
Vigah)= [ |0, =

Proposition. — Une fonction f : [a,b] — R est a variation bornée si et seulement s’il existe g,h :
[a,b] — R croissantes telles que f = g — h.

Démonstration. — Si ¢ : [a,b] — R est croissante alors, pour toute subdivision 0 :a =xo < 21 < --- <
x, = b de [a,b], on a

n—1 n—1
vare(f) =Y 1 (wre1) = flan)l =D (Flerr) — flar) = £(0) — f(a)
k=0 k=0

donc ¢ est a variation bornée. Puisque la différence de deux fonctions a variation bornée est aussi a
variation bornée, on obtient la condition suffisante.

Réciproquement, on considere l'application g : [a,b] — R définie par g(x) = V(f,a,x). Le deuxieme
lemme assure que la fonction g est croissante. On pose h = g — f alors, pour x < y, on a
h(y) — h(z) = g(y) — 9(x) = (f(y) — f(@)) =V (f,z,y) = (f(y) = f(z)) =0

(car x < y est une partition de [z,y]) donc h est croissante et f = g — h est bien la différence de deux
fonctions croissantes. O

Exemple. — La fonction f : [0,1] — R définie par f(0) = 0 et f(z) = xcos L si z # 0 est continue
mais n’est pas a variation bornée.

Démonstration. — On considere la subdivision suivante de [0, 1] :
1 1 1 1
Op ! 0< ﬁ;’<‘6{tjij%'< - < 5; < 4’< 1
alors

nil cos(k+1)m  coskm
— (k+1)m km

Var,, (f Z
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donc ) )
I | 1|1 2
Var, > = — >y =
ar"(f)_ﬂzk—i-l k'_ﬂ' E+1
k=1 k=1
or la série > k%rl diverge donc f n’est pas a variation bornée. O
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