DEVELOPPEMENT 31

PROLONGEMENT DE LA FONCTION ¢ DE RIEMANN
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pour t > 0 et on admet I’équation fonctionnelle 0(t) = %0 (t) .
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d’ou

r(5)¢(s) = (S L - i) +7s /1+°O Oy) (y3~' + 97578 ) ay.

Pour tout y > 1, 'application
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est holomorphe dans C. D’autre part on a pour y > 1
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donc, si s est dans un compact de C i.e. si —oo < a < Re s < b < 400 alors
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est holomorphe sur C. Ainsi, on a
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or la fonction I' est méromorphe sur C, ne s’annule pas, a pour poéles simples les entiers négatifs et la

fonction % est holomorphe sur C donc la fonction ¢ est méromorphe sur C et admet au plus un pole

simple en 0 et en 1. Or I' admet un poéle simple en 0 donc ¢ n’admet pas 0 pour pole. 0
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Compléments

Résidu en 1. —
Pour Re s > 1, on a
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On a donc en fait
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et on obtient donc £(s) = &(1 — s) i.e.

Autour de la fonction I'. —
Pour x > 0, on a en appliquant le théoreme de convergence monotone
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et il s’ensuit que

est holomorphe sur C. Ainsi la suite de fonctions holomorphes G,, converge-t-elle uniformément sur les
compacts vers la fonction G i.e. G est holomorphe et s’annule aux points annulant les G,,. Donc la
fonction % admet un prolongement holomorphe a C et s’annule aux entiers négatifs.

Il n’y a aucun zéro dans le demi-plan {Re s > 1}. —
Si Re s > 1 alors on peut écrire pour tout premier p
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donc, en notant (p;); la suite croissante des nombre premiers, on a
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ol Ny est ’ensemble des entiers admettant exactement py,...,p4 comme facteurs premiers. Or n < py
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donc pour Re s > 1 on a

SiRes>1lalors [] (1—p~*) est un nombre complexe que 1'on note v (s) donc
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donc ((s) # 0 i.e. la fonction ¢ ne s’annule pas dans le demi-plan {Re s > 1}.

Les zéros de la fonction ( sont de deux types. —
Puisque ((s) # 0 pour Re (s) > 1, on a ((1 — s) # 0 pour Re (s) < 0. D’autre part la fonction I" ne
s’annule pas et admet des poles simples aux entiers négatifs, il résulte donc de 1’égalité

T (152)
C(s) =m2——=22((1 —s)
r(3)
que les zéros de ¢ dans le demi-plan {Re s < 0} sont les entiers —2, —4, —6,.... Ainsi, les zéros de

la fonction ¢ sont de deux types : les entiers négatifs pairs et les éventuels zéros situés dans la bande
critique {0 < Re s < 1}.
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