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Commencons panoncer le thoeme de Brouwer :

Theoreme(de Brouwer)Si C un ensemble convexe et compactRie(n >
1) etsif : C — C estune fonction continue, alogsa au moins un point
fixe.

Avant de le @montrer, montrons comment I'on peut simplifier ses hypsés.
Tout d’abord, on peut supposer g@kest la boule uné fernee deR™ :

Lemme Soit C un ensemble convexe et compactikfe NotonsB la boule
unite fermée deR™.

Si toute fonction continug : B — B admet un point fixe, alors toute fonc-
tion continueg : C — C admet un point fixe.

Preuve. Soitg : C — C une fonction continue. Soit : R — C'la
projection deR™ sur C' qui existe bien et est continueggre au teoeme de
projection sur un convexe fegrdans un espace de Hilbeff.étant compact,
il est borré donc contenu dans une boule céaterD et de rayon assez grand.
Quittea composeg par une homotétie, on peut supposer qaeest contenu
dansB. Lafonctionf = go estalors continue et appliqu sur lui meme

: elle admet un point fixe. Onag o w(x) = = € C. Doncx = w(x) et

y = m(x) est un point fixe dg.]

Ensuite, on peut supposer gfieest de classé? :
Lemme On noteB la boule unié fermée deR™.
Si toute fonctionf : B — B de class&° (a fortiori C') admet un point

fixe, alors toute fonction continug: B — B admet un point fixe.
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Preuve.Soitg : B — B une fonction continue. Donnons-nous une suite de
polyndmes(P,,) telle que :

1
vn € N*: |lg — Pyl < —.
n
Pourn > 1, la fonction polydmiale P,, n’a aucune raison d’appliquds

sur lui meme. Par contre, la fonction polgmiale@,, définie par :

P, (x)

Qn(w) = 1+ L

appligue bienB sur lui-méme et erifie en outre :

i

n
1Qn — gl = H P, — gH _

1
P,— (1 —
S I ( +n)gHw

< " (HP I+ S ||)< n (2) 2 o
— — — = — U.
“—n+1 n T Glleo ng°° “n+1\n n+1

Par hypotkse, il existe une suiter,,) de B telle que :

Vn € N*: Qn(z,) = x,
et vérifiant donc :
1
n+1

En extrayant une sous-suite convergentéxle) et en passaritla limite dans
(*), on obtient un point fixe dg.OJ

Vn € N*: lg(@n) — @all <

(*)-

On s’est donc rameéra prouver le :

Theoreme(de Brouwer, version faiblepn noteB la boule unié deR™.
Toute fonctionf : B — B de class€! admet au moins un point fixe.

Il existe plusieurs @monstrations de cé@sultat. Nous avons choisi d’exposer
celle reposant sur le :

Lemme (de non-gtraction) Si I'on note B (resp. S) la boule unié fernee
(resp. la sphre unie) deR™ (n > 1), alors il n'existe pas de fonction
f : B — S declass€! telle quefis = ids.

Avant de émontrer ce lemme, montrons comment il permet de conclure.



Preuve de la version faible duébreme de Brouwetl.id ée est toute simple !

Si f : B — B est une fonction de clasgF n’admettant aucun point fixe,
on peut construire une fonctign: B — S toujours de class€! vérifiant
g|s = tdg en pro@dant comme suit. St € B, x et f(x) sont deux points
distincts deB. On peut donc consater I'unique droiteD,, passant par ces
deux points qui coup8 en exactement deux points oppsesSi I'on noteA

le point d’intersection le plus ps dex, il est facile de voir que la fonction
g: B — B,x— A,estde class€! (I'écrire avec une formule) eévifie
par constructiony s = idg. Ceci est en contradiction avec le lemme de non
rétraction [

Démonstration du lemme de noatraction. Raisonnons par I'absurde et
donnons-nous une fonctigh: B — S de class&€! vérifiant f|s = ids.
Sit € [0,1], on pose :

fi=tf+ (1 —t)idg,

et:

k(t) :/Bdefdft(w)dw.

Il'y a plusieursetapes dans laémnonstration.

Premereétape.On montre qué: : [0, 1] — R estune fonction polydmiale.
C’est facile carax fixé,t — f;(x) est polyrdmiale et donc ausi.

Deuxemeétape.On montre que, pour € [O
on a detdf;(x) > 0.
Soit M = sup,¢p ||df (x)|| < +o0. Sit € [0, Z(M;Jrl)} ,ona:

1
R m} et pour toutr € B,

: : . 1
ldfe —id]| = tlldf —id]| < t(lldf]| + llid]]) <

et df; est inversible d’'a detdf; # 0. L'applicationt — detdf; étant
continue et detlff, = detid = 1 > 0, on a alors, gice au thoeme des
valeurs interradiaires :

vt € {0 : detdf, > 0.

’2M—|—1]

Troisitmeétape. On montre que, pout € [O, M} f: est unC?-

- ya - o - A
diffeomorphisme dg3 sur lui-méme.
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Gracea un corollaire immadiat du tleoeme d’'inversion locale, il suffit de

montrer que, pout € [0, M] , f+ est une bijection dé sur lui-méme.

Soit donct € [0, m] .

Commencons par montrer I'injectiéitlef,. Soientz, y Eétels quefi(x) =
ft(y). On a alors, dicea I'inégalie des accroissements finis :

lz —yll = I (fe(z) —z) — (fily) — vl < % |z —yll

etr = y.
Montrons la surjectivé de f;. On va utiliser un argument de connéxiton

[e] [e]
montrera quef;(B) esta la fois ouvert et fer@dansB. L'ouverture est une
simple application du #orme d’inversion locale. La fermeture est moins

o o

immédiate. Soi(y,,) une suite def;( B) qui converge verg € B. Donnons-
nous une suitéx,,) de B verifianty,, = fi(x,). Extrayons dgz,,) une
sous-suite convergeant versélamentr € B. Onaalory = fi(x). Reste
a voir quex eé. Raisonnons par I'absurde et supposonsgue S. On

aalorsy = fi(x) = xz ety € S, ce qui est absurde ! Done Eé et

y = fi(x) € ft(é)-

Quatriemeétape On montre quée est une fonction constante g, 1].
k étant une fonction polydmiale par la prengre étape, il suffit de montrer

guek est constante suﬁo, m . C’est vrai gacea la troisemeétape

puisque I'on peut alors effectuer le changement de variable f;(x) dans
I'int égrale @finissant:(t) et obtenir qué:(t) estégal au volume VdIB) de
B.

Cinquiemeétape.On conclut en aboutissaatune absurdit
Commek est constante, on a VaB) = k(0) = k(1) = [, dedf (x)dx.
Or Imdf estinclus dans un hyperplan B8 comme on le voit en diéfrentiant
I egalié :

Ve € B: |f(x)]? = 1.
Ainsi k(1) = 0, c’est absurdel
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