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Commençons paŕenoncer le th́eor̀eme de Brouwer :

Théorème(de Brouwer)Si C un ensemble convexe et compact deRn (n ≥
1) et sif : C → C est une fonction continue, alorsf a au moins un point
fixe.

Avant de le d́emontrer, montrons comment l’on peut simplifier ses hypothèses.
Tout d’abord, on peut supposer queC est la boule unit́e ferḿee deRn :

Lemme Soit C un ensemble convexe et compact deRn. NotonsB la boule
unité ferḿee deRn.
Si toute fonction continuef : B → B admet un point fixe, alors toute fonc-
tion continueg : C → C admet un point fixe.

Preuve. Soit g : C → C une fonction continue. Soitπ : Rn → C la
projection deRn surC qui existe bien et est continue grâce au th́eor̀eme de
projection sur un convexe ferḿe dans un espace de Hilbert.C étant compact,
il est borńe donc contenu dans une boule centrée en0 et de rayon assez grand.
Quitteà composerg par une homoth́etie, on peut supposer queC est contenu
dansB. La fonctionf = g◦π est alors continue et appliqueB sur lui même
: elle admet un point fixex. On ag ◦ π(x) = x ∈ C. Doncx = π(x) et
y = π(x) est un point fixe deg.�

Ensuite, on peut supposer quef est de classeC1 :

LemmeOn noteB la boule unit́e ferḿee deRn.
Si toute fonctionf : B → B de classeC∞ (a fortiori C1) admet un point
fixe, alors toute fonction continueg : B → B admet un point fixe.
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Preuve.Soitg : B → B une fonction continue. Donnons-nous une suite de
polynômes(Pn) telle que :

∀n ∈ N∗ : ‖g − Pn‖∞ ≤
1

n
.

Pourn ≥ 1, la fonction polyn̂omialePn n’a aucune raison d’appliquerB
sur lui même. Par contre, la fonction polynômialeQn définie par :

Qn(x) =
Pn(x)

1 + 1
n

applique bienB sur lui-même et v́erifie en outre :

‖Qn − g‖∞ =

∥∥∥∥ n

n + 1
Pn − g

∥∥∥∥
∞

=
n

n + 1

∥∥∥∥Pn −
(
1 +

1

n

)
g

∥∥∥∥
∞

≤
n

n + 1

(
‖Pn − g‖∞ +

1

n
‖g‖∞

)
≤

n

n + 1

(
2

n

)
=

2

n + 1
→ 0.

Par hypoth̀ese, il existe une suite(xn) deB telle que :

∀n ∈ N∗ : Qn(xn) = xn

et vérifiant donc :

∀n ∈ N∗ : ‖g(xn) − xn‖ ≤
1

n + 1
(∗).

En extrayant une sous-suite convergente de(xn) et en passantà la limite dans
(∗), on obtient un point fixe deg.�

On s’est donc ramené à prouver le :

Théorème(de Brouwer, version faible)On noteB la boule unit́e deRn.
Toute fonctionf : B → B de classeC1 admet au moins un point fixe.

Il existe plusieurs d́emonstrations de ce résultat. Nous avons choisi d’exposer
celle reposant sur le :

Lemme (de non-ŕetraction)Si l’on noteB (resp. S) la boule unit́e ferḿee
(resp. la sph̀ere unit́e) deRn (n ≥ 1), alors il n’existe pas de fonction
f : B → S de classeC1 telle quef|S = idS.

Avant de d́emontrer ce lemme, montrons comment il permet de conclure.
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Preuve de la version faible du théor̀eme de Brouwer.L’id ée est toute simple !
Si f : B → B est une fonction de classeC1 n’admettant aucun point fixe,
on peut construire une fonctiong : B → S toujours de classeC1 vérifiant
g|S = idS en proćedant comme suit. Six ∈ B, x etf(x) sont deux points
distincts deB. On peut donc considérer l’unique droiteDx passant par ces
deux points qui coupeS en exactement deux points opposés. Si l’on noteAx

le point d’intersection le plus près dex, il est facile de voir que la fonction
g : B → B, x 7→ Ax est de classeC1 (l’ écrire avec une formule) et vérifie
par constructiong|S = idS. Ceci est en contradiction avec le lemme de non
rétraction !�

Démonstration du lemme de non-rétraction. Raisonnons par l’absurde et
donnons-nous une fonctionf : B → S de classeC1 vérifiantf|S = idS.
Si t ∈ [0, 1], on pose :

ft = tf + (1 − t)idB,

et :

k(t) =

∫
B

detdft(x)dx.

Il y a plusieurśetapes dans la démonstration.

Premìereétape.On montre quek : [0, 1] → R est une fonction polyn̂omiale.
C’est facile car,̀ax fixé,t → ft(x) est polyn̂omiale et donc aussik.

Deuxìemeétape.On montre que, pourt ∈
[
0, 1

2(M+1)

]
et pour toutx ∈ B,

on a detdft(x) > 0.

SoitM = supx∈B ‖df(x)‖ < +∞. Si t ∈
[
0, 1

2(M+1)

]
, on a :

‖dft − id‖ = t ‖df − id‖ ≤ t(‖df‖ + ‖id‖) ≤
1

2

et dft est inversible d’òu detdft 6= 0. L’application t 7→ det dft étant
continue et detdf0 = det id = 1 > 0, on a alors, gr̂ace au th́eor̀eme des
valeurs interḿediaires :

∀t ∈
[
0,

1

2M + 1

]
: detdft > 0.

Troisièmeétape. On montre que, pourt ∈
[
0, 1

2(M+1)

]
, ft est unC1-

diff éomorphisme de
◦
B sur lui-même.
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Grâceà un corollaire imḿediat du th́eor̀eme d’inversion locale, il suffit de

montrer que, pourt ∈
[
0, 1

2(M+1)

]
, ft est une bijection de

◦
B sur lui-même.

Soit donct ∈
[
0, 1

2(M+1)

]
.

Commençons par montrer l’injectivité deft. Soientx, y ∈
◦
B tels queft(x) =

ft(y). On a alors, gr̂aceà l’inégalit́e des accroissements finis :

‖x − y‖ = ‖(ft(x) − x) − (ft(y) − y)‖ ≤
1

2
‖x − y‖

etx = y.
Montrons la surjectivit́e deft. On va utiliser un argument de connexité : on

montrera queft(
◦
B) està la fois ouvert et ferḿe dans

◦
B. L’ouverture est une

simple application du th́eor̀eme d’inversion locale. La fermeture est moins

immédiate. Soit(yn) une suite deft(
◦
B) qui converge versy ∈

◦
B. Donnons-

nous une suite(xn) de
◦
B vérifiantyn = ft(xn). Extrayons de(xn) une

sous-suite convergeant vers unélémentx ∈ B. On a alorsy = ft(x). Reste

à voir quex ∈
◦
B. Raisonnons par l’absurde et supposons quex ∈ S. On

a alorsy = ft(x) = x et y ∈ S, ce qui est absurde ! Doncx ∈
◦
B et

y = ft(x) ∈ ft(
◦
B).

Quatrièmeétape. On montre quek est une fonction constante sur[0, 1].
k étant une fonction polyn̂omiale par la premièreétape, il suffit de montrer

quek est constante sur
[
0, 1

2(M+1)

]
. C’est vrai gr̂aceà la troisìemeétape

puisque l’on peut alors effectuer le changement de variablex → ft(x) dans
l’int égrale d́efinissantk(t) et obtenir quek(t) estégal au volume Vol(B) de
B.

Cinquìemeétape.On conclut en aboutissantà une absurdité.
Commek est constante, on a Vol(B) = k(0) = k(1) =

∫
B

detdf(x)dx.
Or Imdf est inclus dans un hyperplan deRn comme on le voit en diff́erentiant
l’ égalit́e :

∀x ∈ B : ‖f(x)‖2 = 1.

Ainsi k(1) = 0, c’est absurde !�

Bibliographie
Nicolas Bonnault, Jean-François Burnol et Philippe Roche - Analyse : exer-
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