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Tout d’abord, rappelons le :

Théorème Soit U un ouvert connexe non vide deC. Alors on a les im-
plications suivantes :

(1) U est analytiquement isomorpheàD(0, 1),

⇓

(2) U est simplement connexe, i.e. tout lacet deU se d́eforme en un point deU,

⇓

(3) toute fonction holomorphe surU a une primitive dansU,

⇓

(4) toute fonction holomorphe inversible surU est l’exponentielle d’une fonction holomorphe,

⇓

(5) toute fonction holomorphe inversible surU est le carŕe d’une fonction holomorphe,

Démonstration.

(1) ⇒ (2) C’est trivial !

(2) ⇒ (3) Soit f une fonction holomorphe surU . Par hypoth̀ese, on a,
pour tout lacetγ deU : ∫

γ

f(z)dz = 0.
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Construisons une primitive def , i.e. une fonction holomorpheF sur U
vérifiantF ′ = f . Soientz et z0 ∈ U . Pour tous les cheminsγ : [0, 1] →
U tels queγ(0) = z0 et γ(1) = z1, la quantit́e

∫
γ

f(u)du est la m̂eme.
On la noteF (z). Montrons queF ′(z) existe et vautf(z). Soit w ∈ U
un point proche dez tout au moins tel que le segment[z, w] soit entìerement
contenu dansU . Si γ est un chemin quelconque allant dez0 à z, et siγ′ est
la réunion du cheminγ et du segment[z, w], on a :

F (z) =

∫
γ

f(u)du,

F (w) =

∫
γ′

f(u)du,

et :

F (w) − F (z) =

∫
[z,w]

f(u)du = (w − z)

∫ 1

0

f [(1 − t)z + tw]dt.

Ainsi :
F (w) − F (z)

w − z
=

∫ 1

0

f [z + t(w − z)]dt

tend versf(z) =
∫ 1

0
f(z)dt quandw tend versz.

(3) ⇒ (4) Soitf une fonction holomorphe et inversible surU (i.e. f(z) 6=
0 ∀z ∈ U ). Alors f ′

f
est holomorphe et admet donc une primitiveg par hy-

poth̀ese. La quantitée−gf est constante (d́eriver pour s’en convaincre)égale
àc ∈ C∗. Comme il existea ∈ C tel queea = c, il vient f = ea+g.

(4) ⇒ (5) Soit f une fonction holomorphe et inversible surU . Par hy-
poth̀ese, il existe une fonction holomorpheg surU telle queeg = f . Alors
h = e

g
2 vérifieh2 = f . �

Le but de ce papier est de démontrer le :

Théorème(de repŕesentation conforme de Riemann)Sous les hypoth̀eses du
théor̀eme pŕećedent, et siU 6= C, on a(5) ⇒ (1).

La démonstration de ce résultat ńecessite plusieurs ingrédients :
- le théor̀eme de Montel,
- le théor̀eme de l’application ouverte,
- le fait que l’ensemble des fonctions holomorphes injectives ou constantes
sur un ouvert donńe est ferḿe dans l’ensemble des fonctions holomorphes sur
cet ouvert,
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- quelques ŕesultats sur les homographies du plan complexe,
que nous allons maintenant détailler.

Contentons-nous de rappeler l’énonće des deux premiers ingrédients :

Théorème(de Montel)Si U est un ouvert deC, toute partieH de Hol(U)
borńee sur tout compact deU est relativement compacte.

Théorème(de l’application ouverte)Toute fonction analytiquef : U → C
non constante sur l’ouvert connexeU est ouverte.

Enonçons et d́emontrons l’ingŕedient suivant :

Proposition SoientU un ouvert connexe etF = {f ∈ Hol(U): f est
injective ou constante}. Alors F est ferḿe dans Hol(U).

Démonstration.Nous aurons besoin du :

Lemme. SoientV un ouvert connexe et(gn) une suite de fonctions de
Hol(V ) inversibles (i.e. qui ne s’annulent pas) convergeant uniformément
sur tout compact deV vers une fonctiong. Alors soitg est la fonction nulle,
soitg est inversible.

Avant de le d́emontrer, montrons comment il permet de conclure. Soit(fn)
une suite de fonctions injectives de Hol(U) et convergeant uniforḿement sur
tout compact deU vers une fonctionf . Montrons quef est injective ou con-
stante. Raisonnons par l’absurde et supposons quef est ni injective ni con-
stante. Il existe alors deux́eléments distinctsa et b tels quef(a) = f(b).
Soit U ′ l’ouvert connexeU − {a}. Posonsg(z) = f(z) − f(a) surU ′.
Commeg(b) = 0, g n’est pas inversible. Pourtant, la suite de fonctions(
(fn − fn(a))|U ′

)
est inversible et converge uniformément sur tout com-

pact deU ′ : c’est absurde !�

Preuve du lemme.Raisonnons par l’absurde. Nous supposons queg n’est
pas identiquement nulle mais qu’il existea ∈ U tel queg(a) = 0. D’après
le théor̀eme des źeros isoĺes, il exister > 0 tel queinf |z−a|=r |g(z)| > 0.
Si n ∈ N, appliquons le principe du maximum̀a 1

gn
. On obtient :

|gn(a)| ≥ inf
|z−a|=r

|gn(z)|.

En passant̀a la limite, on a :

0 = |g(a)| ≥ inf
|z−a|=r

|g(z)| > 0,
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ce qui est absurde !�

Enfin, nous aurons besoin de la :

Proposition Soita ∈ D. L’homographieϕa : D → C définie par :

ϕa(z) =
z − a

1 − az
,

est un automorphisme analytique deD d’inverseϕ−a. De plus, on a :

ϕ′
a(z) =

1 − |a|2

(1 − az)2
.

Démonstration.On vérifie facilement queϕ−a ◦ ϕa = id prouvant d́ejà
queϕa est injective. On a de plus :

|ϕa(z)| < 1 ⇔ |z−a|2 < |1−az|2 ⇔ |z|2−2Re(az)+|a|2 < 1−2Re(az)+|a|2|z|2

⇔ (1 − |a|2)(1 − |z|2) > 0 ⇔ |z| < 1

ce qui permet de conclure.�

Faisons maintenant la démonstration du th́eor̀eme de repŕesentation conforme
de Riemann :

Démonstration.Soita ∈ U . Nous d́efinissons :

S1 = {f ∈ Hol(U) : |f(z)| ≤ 1, ∀z ∈ U},

S2 = {f ∈ Hol(U) : f(a) = 0},

S3 = {f ∈ Hol(U) : f injective ou constante},

et :
S = S1 ∩ S2 ∩ S3.

Nous allons montrer successivement que :
(1) S n’est pas ŕeduità la fonction nulle,
(2) S est compact etφ : S → R, f 7→ |f ′(a)| est continue et atteint son
maximum en une fonctiong ∈ Hol(U),
(3) g est un isomorphisme analytique entreU etD.

(1) Donnons-nousω ∈ C − U . La fonctionz 7→ z − ω est inversible
dansU , donc il existeg ∈ Hol(U) telle que :

∀z ∈ U : g(z)2 = z − ω.
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On a ńecessairement :

Img ∩ Im(−g) = ∅ (∗)

(sinon, on aurait l’existence dez, z′ ∈ U tels queg(z) = −g(z′) et, en
élevant au carré, on auraitz = z′. Ceci impliquerait queg(z) = 0 ou encore
quez = ω ∈ U , ce qui est absurde !). Grâce au th́eor̀eme de l’application
ouverte (g étant trivialement non constante), Img est un ouvert : il contient
donc un disqueD(b, r) pour un certaińelémentb ∈ U et un certain ŕeel
r > 0. De(∗), on tire :

∀z ∈ U : |g(z) + b| ≥ r

ou encore, si l’on posef = r
g(z)+b

:

∀z ∈ U : |f(z)| ≤ 1.

Il est immédiat de voir quef est, commeg, injective. Pour construire un
élément deS, il suffit maintenant de considérer l’applicationh = ϕf(a) ◦ f .

(2) S1 est compact (c’est le théor̀eme de Montel),S2 est trivialement ferḿe
et S3 est ferḿe gr̂aceà une proposition vue plus haut. Ainsi,S est compact,
comme ferḿe dans un compact. L’applicationf 7→ |f ′(a)| est continue
comme compośee d’applications continues (f 7→ f ′ est continue comme on
le voit en passant̀a la limite dans la formule de Cauchy). Elle atteint donc son
maximum.

(3) Il suffit de montrer queg est une bijection deU sur D (une bijection
holomorphe est automatiquement un isomorphisme analytique : on n’a pas
besoin de v́erifier l’holomorphie de l’inverse). L’injectivit́e est imḿediate
par construction puisqueg estévidemment non constante (sinon, elle serait
nulle et ne ŕealiserait pas le maximum deφ). Resteà montrer la surjec-
tivit é. Commeg ∈ S1 et gr̂ace au th́eor̀eme de l’application ouverte,g
vérifie ńecessairementg(U) ⊂ D. Par l’absurde, supposons l’existence de
ζ ∈ D − g(U). Nous allons construireh ∈ S vérifiant|h′(a)| > |g′(a)|
ce qui sera absurde. L’applicationϕζ ◦ g est inversible dansU , donc il existe
h1 ∈ Hol(U) vérifiant :

∀z ∈ U : h1(z)2 =
g(z) − ζ

1 − ζg(z)
(∗∗).

Posonsh = ϕh1(a) ◦ h1 (∗ ∗ ∗). Il est clair queh ∈ S. Calculons|h′(a)|.
De (∗∗), on tire :

|h1(a)|2 = |ζ|
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et :

2|h1(a)||h′
1(a)| =

1 − |ζ|2

|1 − ζg(z)|2
g′(z).

D’où, en diff́erentiant dans(∗ ∗ ∗) :

|h′(a)| = |h′
1(a)||ϕ′

h1(a)(h1(a))|

=
1 + |ζ|
2
√

|ζ|
|g′(a)|.

Or comme, pour toutx ∈]0, 1[, le réel 1+x2

2x
est > 1, on a |h′(a)| >

|g′(a)|, ce qui est absurde !�.
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