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Tout d’abord, rappelons le :

Théoreme Soit U un ouvert connexe non vide dé&. Alors on a les im-
plications suivantes :

(1) U est analytiquement isomorpadD (0, 1),

2
(2) U est simplement connexe, i.e. tout lacetldese ceforme en un point d#/,
[}
(3) toute fonction holomorphe si@iy a une primitive dan#/,
[}
(4) toute fonction holomorphe inversible slir est I'exponentielle d’'une fonction holomorphe,
4

(5) toute fonction holomorphe inversible slir est le care d’une fonction holomorphe,

Démonstration.

(1) = (2) |C’est trivial !

(2) = (3)| Soit f une fonction holomorphe sWy. Par hypotkse, on a,
pour tout lacety deU

[yf(z)dz = 0.



Construisons une primitive dg, i.e. une fonction holomorphé& sur U

verifiant F/ = f. Soientz etz, € U. Pour tous les cheming : [0,1] —

U tels quey(0) = zo ety(1) = 2z, la quantié fvf(u)du est la néme.
On la noteF'(z). Montrons queF’(z) existe et vautf(z). Soitw € U

un point proche de tout au moins tel que le segmget w] soit enterement
contenu dan&/. Si~ est un chemin quelconque allant gga z, et siv’ est
la reunion du chemiry et du segmenjtz, w], on a:

F(z) = / £ (w)du,

Fw) = [ fu)du
et:
F(w) — F(z) = /[ ]f(u)du = (w— z)/0 fl(1 —t)z + tw]dt.

Ainsi : 1
F('wuz : f(z) _ /0 flz + t(w — 2)]dt

tend versf(z) = fol f(z)dt quandw tend versz.

(3) = (4) | Soit f une fonction holomorphe etinversible duir(i.e. f(z) #

0Vz € U). Alors f7 est holomorphe et admet donc une primitivear hy-

pothese. La quantite 9 f est constante @tiver pour s’en convaincrégale
ac € C*. Comme il existen € C tel quee® = c, il vient f = e*19,

(4) = (5) | Soit f une fonction holomorphe et inversible stit. Par hy-
pothese, il existe une fonction holomorphesurU telle queed = f. Alors
h = e% verifieh? = f. O

Le but de ce papier est démhontrer le :

Theoreme(de repésentation conforme de Riemar8gus les hypotkses du
theoeme pécedent, et sU # C,on a(5) = (1).

La demonstration de ceesultat recessite plusieurs ingdients :

- le theoeme de Montel,

- le theoreme de I'application ouverte,

- le fait que I'ensemble des fonctions holomorphes injectives ou constantes
sur un ouvert donmest ferng dans I'ensemble des fonctions holomorphes sur
cet ouvert,



- quelques@sultats sur les homographies du plan complexe,
gue nous allons maintenarétdiller.

Contentons-nous de rappeleeion@ des deux premiers inggients :

Théoreme (de Montel)Si U est un ouvert d&€, toute partieH de HolU)
borrée sur tout compact d€ est relativement compacte.

Théoreme(de I'application ouverte)oute fonction analytiqug : U — C
non constante sur 'ouvert connekeest ouverte.

Enoncons et@montrons I'ingedient suivant :

Proposition SoientU un ouvert connexe eF' = {f € Hol(U): f est
injective ou constanfe Alors F est ferné dans HalU ).

DémonstrationNous aurons besoin du :

Lemme. SoientV un ouvert connexe efg,) une suite de fonctions de
Hol(V') inversibles (i.e. qui ne s’annulent pas) convergeant uniéonent
sur tout compact d& vers une fonctioy. Alors soitg est la fonction nulle,
Soitg est inversible.

Avant de le @montrer, montrons comment il permet de conclure. Ghi)

une suite de fonctions injectives de Kibl) et convergeant uniforement sur
tout compact d&/ vers une fonctiorf. Montrons quef est injective ou con-
stante. Raisonnons par I'absurde et supposonsfoes ni injective ni con-
stante. Il existe alors dewéments distincta etb tels quef(a) = f(b).
SoitU’ I'ouvert connexel — {a}. Posongy(z) = f(z) — f(a) surU’.
Commeg(b) = 0, g n’est pas inversible. Pourtant, la suite de fonctions
((fr. — fn(a))) estinversible et converge unifoement sur tout com-
pact deU’ : c’est absurdeT

Preuve du lemmeRaisonnons par I'absurde. Nous supposons gjméest
pas identiquement nulle mais qu'’il exisiec U tel queg(a) = 0. D’apres
le theoreme des @ros isoks, il exister > 0 tel queinf|._,—, |g(2)| > 0.
Sin € N, appliquons le principe du maximuiingl. On obtient :
lgn(a)| = inf |gn(2)[-
|z—a|=r
En passan la limite, on a :

0=lg(a)] = inf lg(z)| >0,
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ce qui est absurdél
Enfin, nous aurons besoin de la :

Proposition Soita € D. L'homographiep, : D — C définie par :

zZ—Qa

al?) =
(p() 1—az’

est un automorphisme analytique Bed’inversey _,. De plus, on a:
1 — |al?
/

Z) = —m———.

Démonstration.On \érifie facilement quepr_, o ¢, = id prouvant @ja
gueyp, estinjective. On a de plus :

lpa(2)| <1< |z—a,|2 < |1—6z|2 = |z|2—2Re(6z)—i—|a|2 < 1—2Re(6z)—|—|a|2|z|2
S 1—=la®)1 -2 >0z <1
ce qui permet de conclufs.

Faisons maintenant l&donstration du #oeme de refsentation conforme
de Riemann :

DémonstrationSoita € U. Nous cfinissons :
S1={f €HOl(U) : |f(2)| <1, Vz € U},
Sy = {f € Hol(U) : f(a) = 0},
Ss = {f € Hol(U) : f injective ou constanig

et:
5251052053.

Nous allons montrer successivement que :

(1) S n'est pas eduita la fonction nulle,

(2) S estcompactep : S — R, f — |f’(a)| est continue et atteint son
maximum en une fonctiog € Hol(U),

(3) g est un isomorphisme analytique entveet D.

(1) Donnons-nousy € C — U. La fonctionz — z — w est inversible
dansU, donc il existeg € Hol(U) telle que :

VzeU: g(z)? =z —w.
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On a recessairement :
Img N Im(—g) = 0 (*)

(sinon, on aurait I'existence de, z’ € U tels queg(z) = —g(z’) et, en
élevant au caf, on auraiz = z’. Ceciimpliquerait qug(z) = 0 ou encore
quez = w € U, ce qui est absurde !). @ce au teoeme de I'application
ouverte ¢ étant trivialement non constante), gnest un ouvert : il contient
donc un disqueD (b, r) pour un certairelementb € U et un certain &el
r > 0. De (%), ontire :

VzeU: |g(z)+bl>7r

ou encore, sil'on pos¢ = m ;

VzeU: |f(z)|] <1.

Il est immediat de voir quef est, commey, injective. Pour construire un
élement deS, il suffit maintenant de consader I'applicationh = ¢4 o f.

(2) S; est compact (c’est le Hoeme de Montel) S, est trivialement ferra

et .Sz est ferné giacea une proposition vue plus haut. Ainél,est compact,
comme fern@ dans un compact. Lapplicatiofi — |f’(a)| est continue
comme compase d’'applications continueg (— f’ est continue comme on
le voit en passari la limite dans la formule de Cauchy). Elle atteint donc son
maximum.

(3) Il suffit de montrer qugy est une bijection d&/ sur D (une bijection
holomorphe est automatiquement un isomorphisme analytique : on n’a pas
besoin de @rifier 'holomorphie de I'inverse). Linjectivié est imnédiate

par construction puisqug estévidemment non constante (sinon, elle serait
nulle et ne ealiserait pas le maximum dg). Restea montrer la surjec-
tivite. Commeg € S, et giace au tboeme de I'application ouvertey
vérifie recessairemerf(U) C D. Par I'absurde, supposons I'existence de

¢ € D — g(U). Nous allons construire € S vérifiant|h’(a)| > |g’(a)|

ce qui sera absurde. L'applicatign o g est inversible dan&/, donc il existe

h, € Hol(U) vérifiant :

g(z) — ¢
1 —{g(z)

Posongh = o, (a) © b1 (x * x). ll est clair queh € S. Calculongh’(a)|.
De (xx*), on tire :

Vze U : hl(z)2 = (**)

|ha(a)]* = [¢]



et:

1— ¢

2|hi(a)||h](a)| = 11— C¢g(2)?

g'(2).
D’ou, en diferentiant dangs * x) :
|7/ (a)] = [hi(a)]|¢h, (4 (ha(a))]

Lt
2V/[¢]
Or comme, pour toutz €]0,1], le réel :2=° est> 1, on a|h’(a)| >
|g’(a)|, ce qui est absurde(T.
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