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Nous allons @montrer le :

Théoreme 1.

L’ égalité :
E (exp (—%2 /01 B(s)2d3>) = chza)

a lieu pour touta > 0.

en utilisant desésultats de la #orie des oprateurs compacts (sur ce su-
jet, [1] est une excellente&ference). Commencgons pamoncer la :

Proposition 2.

SiK :[0,1] x [0,1] — R est une fonction continue et sgtrique, alors
I'endomorphism&’ défini surL?(0, 1) par :

1
T(e)(H) = [ K(sp(s)ds
0
est un oprateur compact syatrique.

Preuve Sie est> 0, on sait (c’est le thoeme de Heine appligqua K)
gu’il existea > 0O tel que :

Vs € [0,1], Vt, ' € [0,1], [t —¥| < a = |K(s,t) — K(s,')| < e.



Ajouté a I'inégalie de Cauchy-Schwarz, on eeduit que I'image pafl” de
la boule unié deL?(0, 1) forme une familleequicontinue eéquiborrée de
C(0,1). Elle donc relativement compacte par ledeme d'Ascoli. La
symetrie deT' est une coresquence imradiate de la sy#trie du noyauk .[]

Rappelons aussi I&sultat suivant, t& de [1] page 97 :

Théoreme 3.

SoitT un operateur autoadjoint compactédini sur un espace de HilbeR
séparable. AlorsH admet une base hilbertienne foesmde vecteurs propres
deT.

De la proposition 2 et du #foeme 3, on en@duit le :

Théoreme 4.

Soit(G;) une suite de var ingpbendantes et identiquement distéles de loi
normale centee ©duite. SiK : [0,1] X [0,1] — R est la fonction de
covariance d’un processus gaussien céd¥r, si (\;) est la suite des valeurs
propres de I'o@rateur inegral compacfl” défini a I'aide du noyauK, et si
(¢;) est la suite des vecteurs propres aséecilors le processug  défini

sur [0, 1] par :
Y(t) =) VA Gip5(t)
J
est un processus gaussien deme loi queX.

Preuve Calculons la fonction de covariand€ deY :

H(s,t) = E(Y(s)Y (t)) = ) _ Ajeps(t);(s)

-y ( /0 1 K(u,t)goj(u)du) 0i(t) = K(s,1)

L'avant dernereégalie decoule du fait que lei; sont les valeurs propres de
T et la dernére du fait que legp,; forment une base hilbertienfeé.

On en eduit la néthode @rérale suivante :
Proposition 5.

Si X est un processus gaussien de fonction de covariZae si les\; sont
les valeurs propres de I'ggrateur compact assagj alors I'eégalite :

2 (o (o [ x040)) =T i,
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a lieu pour toutu > 0.

Preuve D’apres la relation de Parseval, on a :

1

/X(s)2d3:§ )\jG?
0 ;
J

On en &duit :

De plus, d’apés un calcul imradiat :

/ 1
E (eXp (—'u,)\G2)) = ma u>0

On en @&duit facilement la formule annoaed
Revenons maintenant au cas ¥ = B est un mouvement brownien.

Proposition 6.
SiK(s,t) = inf(s, t) alors le probbme inégral :

1
| (s, 0e(9)ds = 2p(0), Vi € [0,1]
0
estéquivalent au proldme de Sturm-Liouville :
)‘Qoll(t) + ¢(t) =0, Vt €]0,1]
avec conditions au bord :

©(0) =¢'(1) =0

Preuve. Si ¢ et X sont solutions du probme inégral, alors on a, pour tout

te[o,1]:
1

Ap(t) = /Ot sp(s)ds —|—t/t p(s)ds
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etAp” 4+ ¢ = 0sur]0, 1[. Pour trouver les conditions au bord, ecrit :

Ap(t) = / K (s, t)p(s)ds = —A / K (s, t)¢" (s)ds

et on inegre par parties aps avoir simplife I'egali€ par\. La réciproque se
fait de memel]

On en éduit la :

Proposition 7.
Les valeurs propres de I'@pateur inegral de noyauK (s,t) = inf(s,t)
sont :

Preuve. On cherche lea\ donnant une solutiop non identiquement nulle.
De I'equation diferentielle, on tire que est de la forme :

p(t) = Acos <\/§t> + Bsin (\/gt) , t €[0,1]

Des conditions au bord, oréduit queA = 0 puis que\/g est de la forme

(k + 3) ™ aveck € N.

Remarque.\ est recessairement 0 car I'opérateur est sygtrique fini
positif. Si cette propéte ne vous parait pas claire, vous devez distinguer les
troiscas:A > 0, A = 0etA < 0 et remarquer que seules les valeurs

A= m > 0 donnent des solutiong non identiquement nulles com-

patibles avec les conditions au bard.
Finalement, on obtient le #oreme 1 gace aux propositions 5 et 7 et le :

Lemme 8(développement eatien du ch).

L’ égalité :
+o0 2
41
ow =T (14 22 )
o (2n + 1)2x2
a lieu pour toutt € R.

Preuve On suppose connu leedeloppement eatien du sinus :

“+oo t2
sint:tH(l— ),teR
n=1

n2mw?2
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(voir par exemple [2] page 260) ou encore (fatre— <t) celui du sinus

hyperbolique :
+oo t2
sht =t 1+ —— teR
H( boa)ote

On entire, st € R:

sh(2t) = 2t ﬁ (1 + 487 )

gt n27r2
—+oo 2 —+ oo 2
t 4t
E( " n%ﬂ) 11 ( " (2n+1)2w2)

oo 4t2
= 2sht 1+ —
};[0 ( + (2n + 1)271'2>
Pour conclure, il resta se souvenir de la relation(&@t) = 2chtsht.[
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