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Nous allons d́emontrer le :

Théorème 1.
L’ égalit́e :

E

(
exp

(
−

a2

2

∫ 1

0

B(s)2ds

))
=

√
1

ch(a)

a lieu pour touta ≥ 0.

en utilisant des ŕesultats de la th́eorie des oṕerateurs compacts (sur ce su-
jet, [1] est une excellente référence). Commençons parénoncer la :

Proposition 2.
Si K : [0, 1] × [0, 1] → R est une fonction continue et symétrique, alors
l’endomorphismeT défini surL2(0, 1) par :

T (ϕ)(t) =

∫ 1

0

K(s, t)ϕ(s)ds

est un oṕerateur compact syḿetrique.

Preuve. Si ε est> 0, on sait (c’est le th́eor̀eme de Heine appliqué à K)
qu’il existeα > 0 tel que :

∀s ∈ [0, 1], ∀t, t′ ∈ [0, 1], |t − t′| < α ⇒ |K(s, t) − K(s, t′)| < ε.
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Ajouté à l’inégalit́e de Cauchy-Schwarz, on en déduit que l’image parT de
la boule unit́e deL2(0, 1) forme une familléequicontinue et́equiborńee de
C(0, 1). Elle donc relativement compacte par le théor̀eme d’Ascoli. La
symétrie deT est une conśequence imḿediate de la syḿetrie du noyauK.�

Rappelons aussi le résultat suivant, tiŕe de [1] page 97 :

Théorème 3.
SoitT un oṕerateur autoadjoint compact défini sur un espace de HilbertH
séparable. AlorsH admet une base hilbertienne formée de vecteurs propres
deT .

De la proposition 2 et du th́eor̀eme 3, on en d́eduit le :

Théorème 4.
Soit(Gj) une suite de var ind́ependantes et identiquement distribuées de loi
normale centŕee ŕeduite. SiK : [0, 1] × [0, 1] → R est la fonction de
covariance d’un processus gaussien centréX, si (λj) est la suite des valeurs
propres de l’oṕerateur int́egral compactT défini à l’aide du noyauK, et si
(ϕj) est la suite des vecteurs propres associés, alors le processusY défini
sur [0, 1] par :

Y (t) =
∑

j

√
λjGjϕj(t)

est un processus gaussien de même loi queX.

Preuve. Calculons la fonction de covarianceH deY :

H(s, t) = E(Y (s)Y (t)) =
∑

j

λjϕj(t)ϕj(s)

=
∑

j

(∫ 1

0

K(u, t)ϕj(u)du

)
ϕj(t) = K(s, t)

L’avant dernìereégalit́e d́ecoule du fait que lesλj sont les valeurs propres de
T et la dernìere du fait que lesϕj forment une base hilbertienne.�

On en d́eduit la ḿethode ǵeńerale suivante :

Proposition 5.
SiX est un processus gaussien de fonction de covarianceK et si lesλj sont
les valeurs propres de l’oṕerateur compact associé, alors l’égalit́e :

E

(
exp

(
−u

∫ 1

0

X(s)2ds

))
=
∏

j

√
1

1 + 2uλj
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a lieu pour toutu ≥ 0.

Preuve. D’après la relation de Parseval, on a :∫ 1

0

X(s)2ds =
∑

j

λjG
2
j

On en d́eduit :

E

(
exp

(
−u

∫ 1

0

X(s)2ds

))
= E

(
exp

(∑
j

−uλjG
2
j

))

= E

(∏
j

exp
(
−uλjG

2
j

))
=
∏

j

E
(
exp

(
−uλjG

2
j

))
De plus, d’apr̀es un calcul imḿediat :

E
(
exp

(
−uλG2

))
=

√
1

1 + 2uλ
, u ≥ 0

On en d́eduit facilement la formule annoncée.�

Revenons maintenant au cas où X = B est un mouvement brownien.

Proposition 6.
SiK(s, t) = inf(s, t) alors le probl̀eme int́egral :∫ 1

0

K(s, t)ϕ(s)ds = λϕ(t), ∀t ∈ [0, 1]

estéquivalent au probl̀eme de Sturm-Liouville :

λϕ′′(t) + ϕ(t) = 0, ∀t ∈]0, 1[

avec conditions au bord :

ϕ(0) = ϕ′(1) = 0

Preuve. Si ϕ et λ sont solutions du problème int́egral, alors on a, pour tout
t ∈ [0, 1] :

λϕ(t) =

∫ t

0

sϕ(s)ds + t

∫ 1

t

ϕ(s)ds
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etλϕ′′ + ϕ = 0 sur]0, 1[. Pour trouver les conditions au bord, onécrit :

λϕ(t) =

∫ 1

0

K(s, t)ϕ(s)ds = −λ

∫ 1

0

K(s, t)ϕ′′(s)ds

et on int̀egre par parties après avoir simplifíe l’égalit́e parλ. La réciproque se
fait de m̂eme.�

On en d́eduit la :

Proposition 7.
Les valeurs propres de l’opérateur int́egral de noyauK(s, t) = inf(s, t)
sont :

λj =
4

(2j + 1)2π2
, j ∈ N

Preuve. On cherche lesλ donnant une solutionϕ non identiquement nulle.
De l’équation diff́erentielle, on tire queϕ est de la forme :

ϕ(t) = A cos

(√
1

λ
t

)
+ B sin

(√
1

λ
t

)
, t ∈ [0, 1]

Des conditions au bord, on déduit queA = 0 puis que
√

1
λ

est de la forme(
k + 1

2

)
π aveck ∈ N.

Remarque.λ est ńecessairement> 0 car l’opérateur est syḿetrique d́efini
positif. Si cette propríet́e ne vous parait pas claire, vous devez distinguer les
trois cas :λ > 0, λ = 0 et λ < 0 et remarquer que seules les valeurs
λ = 4

(2k+1)2π2 > 0 donnent des solutionsϕ non identiquement nulles com-
patibles avec les conditions au bord.�

Finalement, on obtient le théor̀eme 1 gr̂ace aux propositions 5 et 7 et le :

Lemme 8(développement eulérien du ch).
L’ égalit́e :

cht =

+∞∏
n=0

(
1 +

4t2

(2n + 1)2π2

)
a lieu pour toutt ∈ R.

Preuve. On suppose connu le développement eulérien du sinus :

sin t = t

+∞∏
n=1

(
1 −

t2

n2π2

)
, t ∈ R
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(voir par exemple [2] page 260) ou encore (fairet → it) celui du sinus
hyperbolique :

sht = t

+∞∏
n=1

(
1 +

t2

n2π2

)
, t ∈ R

On en tire, sit ∈ R :

sh(2t) = 2t

+∞∏
n=1

(
1 +

4t2

n2π2

)

= 2t

+∞∏
n=1

(
1 +

t2

n2π2

) +∞∏
n=0

(
1 +

4t2

(2n + 1)2π2

)

= 2sht
+∞∏
n=0

(
1 +

4t2

(2n + 1)2π2

)
Pour conclure, il restèa se souvenir de la relation sh(2t) = 2chtsht.�
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