THEOREME DE BANACH-STEINHAUS.

E banach; F evn; (To)qoa famille d'éléments de Lo(E,F).

1) (To)aoa €stbornée < Ox OE, (T4(X))qna est bornée.
2) Sicen'estpaslecas: {xOE, (Tq(X))aoa N'est pas bornée} est gras dans E.

En particulier, dans le cas d'une suite (T,): si Sup ||T,|| =+, alors {x O E, (T,(X)), diverge} est gras dans E.
n

Démonstration:
Si (T4) est bornée, alors chaque (T4(X))q €st bornée (clair).

Notons M = {X, (T(X))q est bornée} = 0 n {X, [[T«(X)|| <n} = O F, (fermés).
na n
e Si M =E: par Baire, I'un des F, est d'intérieur non vide: [h,[X,,[T >0,d ,0z, ||z]| < 10 ||To(X.*r.2)|| <N

2n
Alors izl <10 @ : [Ta@ll<s—

r (Ta)q €st bornée par 2n/r.

*  Si(Ty)q n'est pas bornée, alors les F, sont tous d'intérieurs vides (par lI'absurde, avec ce qui précéde) donc M

est maigre; son complémentaire est gras.

Le résultat est faux si E n'est pas complet.

Contre-exemples:

E = R[X], |IP|| = max [coeffts| , et T,: P — P™(0):

Pour n fixé: T, est (linéaire) continue car OP: [T,(P)| < (n!).||P|. (égalité pour P = X", donc ||T,[| = n!).
Pour P fixé: (T,(P)), est bornée car stationnaire a 0.

(I[Tall) = (n") n'est pas bornée.

E = C'([0,1],R) muni de lanorme || . ||.. , et Tp: f il ;]f 0 (0<h<1):

s . 2 2 .
chaque T, est linéaire continue (Of, |Ty(f)| < H‘” f||.) de norme h ( norme atteinte: prendre f de norme 1 telle

que f(h) =1 et f(0) = -1) et donc (Ty), n'est pas bornée; par contre, a f fixée, (Tn(f)), est bornée par ||f ...

Applications:
e E banach; F evn; une limite simple d'ALC de E dans F est une ALC.

Soit (T,) suite d'éléments de L(E,F) tq OxO E, Iim+ Ta(X) = T(X); T est linéaire (clair); pour chaque x ,
n - (o]

(Tn(x)), converge, donc est bornée, d'ou (BST):
CM, On, [Tyl M alors: |x]| =10 On, [[To(x)l| < M, eta lalimite : |[T(X)|[< M :

T est continue ( de norme < M).



(Suites complexes dans les espaces IP ): 1<p<+ oo ; %+ é =1;si (a,)0C N est telle que O(by,) OIP,

Yanb, converge, alors (a,) O19.

Inégalité de Holder dans R™ : On=0, O(ay,...,an), (bo,....bn) O R™™: < 11@os---s@n)lg:/1(Doy - BRI

n
ab
kgokk

m
Soit (a,) Vérifiant I'nypothese; on vérifie que: Om=0: T,,: (b,) - kzoakbk est une FLC sur IP, de norme
Tl = ll(ao,....am)llq

e e . a’
pour I"égalité, distinguer lescasp =1, p=+w et 1 <p < +o0 ; dans le dernier cas, prendre by = 5 pour
Ak

k< m et a, non nul, 0 sinon 0).

De plus: ObOIP, (Tm(b))mso est bornée car convergente; alors par BST: (||Tmll )mso €st bornée; ceci entraine
bien: (a,) O I°.

Ce résultat se généralise aux espaces L” = L°(E,T,u,K) ou (E,T,u) est un espace mesuré et K =R ouC :
sif:E — K mesurable est telle que: Og O LP: f.g O L', alors f est élément de L% (on notera que dans le cas

(E,T,1) = (NP(N),dn ), le résultat obtenu est un peu plus fort).

E ou F banach; G evn; u : ExF - G bilinéaire; alors: u est continue ssi u est séparément continue.
(i.e. les applications u( x ,» ) et u (¢ , y ) sont continues pour tout x dans E et tout y dans F ).

L'implication directe est toujours vraie que u soit ou non bilinéaire, et que E et F soient ou non complets.
Supposons u séparément continue et F complet.
Pour ||x||< 1 ety OF,, nous avons:
UG < uCILIXI < [uC Il
La suite (u(X,.))x<1 est ponctuellement bornée, donc bornée par un K > 0 par BST; par suite:
Oxy, [IXlIL, [IylI<1 O luGx Il = [lu(x, )Wl < K.
Finalement:
O(x,y) O ExF: [Jux,y)|l < K.IX|[-|ly]l: u est continue.

Si F n'est pas complet, on procede symétriquement avec E complet.

Le résultat est faux si E et F ne sont pas complets; par exemple:E = F = G = R[X] muni de la norme
[IP|l = max |coeffts|, et u:(P,Q) - P.Q ; les applications partielles sont continues (il suffit de vérifier que

P — X"P est continue pour tout entier n, ce qui est évident), mais u n'est pas continue (on pourra prendre par
n
exemple P,= Qn:kZO X4.

> ou 0 sur RxR

Le résultat est faux si u n'est pas bilinéaire! voir par exple u(x,y) = x_2+%



Séries de Fourier: [1] E = Corper(RC), muni de la norme || . ||, est complet.

Ox OR, Ex={fOE, sup |Sn(f)(X)| = +oo} est gras dans E.
n

n ‘ n
Rappel des notations: [n, 0x, Sy(f)(X) :k Y c.e= %_[ I f(t).Dy(x-t).dt avec:
=-n
-t

N ik sin(n+1/2).u ]
Dy (u) = z_ne =Tsinwz) U R2rZ ;

s
D, est paire, 2repériodique, C” ; %_[J Dp(u).du=1.
-t

Démonstration:

On se raméne a x = 0 par translation: On, on pose My :E — R, [a(f) = Sy(f)(0). On, I, est continue de

LT
norme 7~ J |Dn(t)].dt.

-t
1 T
(La continuité est évidente, avec ||I[y|| < o I |Dy(t)].dt . Pour I'égalité, considérer par exemple la suite

-Tt

(fo= |DI|:)Tnllp) et appliquer le théoréme de convergence dominée).
n

En minorant simplement ||| , on montre que sa limite est +co:

] ] (n+1/2)1t nTt
1 1lsin(n+1/2)t 2 (]sin(n+1/2)t 2 sin t 2 (sint
IFnll == ; dt=— dt=—, dt=>— dt.
™| sin(t/2) T t Tt t | t
0 0 0 0
. .y 4.Inn
(en procedant plus précisement, on montre que ||| ~ T)

Donc (corollaire de BST): E, est gras.

Remarques:

o Afortiori: Ox: {f OE, SF(f)(x) diverge} est gras dans E; un exemple concret en est donné dans le

cours sur les séries de Fourier: celui d'une fonction continue dont la série de Fourier diverge en 0.

+ llexiste G gras dans E tq: Of OG, {x, sup [Sp(f)(X)| = +eo} est gras dans R:
n
Posons Q = {r,, mON}etG=n Ey_ ; par Baire: G est gras dans E; soit f 0 G ; on a déja:
m

Om, sup [Sa(f)(rm)| = +oo ; puis: {x, sup [Sa(F(X) = o} = n {X, sup [Sy()(X)[>p}=n Oy .
n n p n p

Chaque O, est ouvert (O, = O {X, |Sy(f)(X)| > p}) et dense dans R (Q 0 O,): n O, est un Gs dense
n p

dans R: il est gras.



« Interpolation de Lagrange: E = C([0,1],R) est muni de || . || ; pour n =1, P,(f) désigne le polyndme
interpolateur de faux k/n, k=0,...,n; alors

{f O E, Sup ||Pn(f)]|e = +o0 } est gras dans E.
n

Démonstration:

I (X-im)

Soit n fixé; onpose Ok =0, ...,n: Ly(X) = (Kin-in)
a

n
;alors O f O E: Py(f) = kZO f(k/n).Ly .

n
« Pjestlinéaire de E dans E, continu, avec [P < || kZo|Lk| |liofo.17 = An . On @ méme I'égalité:

n
kzo |L| est continue sur [0,1], et son sup est atteint en un ¢ [ [0,1]; on prendra f de norme 1 telle que:

f(k/n) = 1 si Ly(c) =0, et f(k/n) = -1 si Ly(c) <0 pour s'en convaincre.

»  On vérifie que Sup A, = +oo, ce qui prouvera la proposition par BST; pour n = 2:
n

n
ad._ 0 @ B (2n)! (2n)! _ k__(2n)!
LZn = 2k-11-2"KI(nK)! ~ [2k-11-27nKkI(n-K)! Z 2n.27.niki(nk)! = “n'2? L. (n)?

puis:

n (2n)! n-1/2
M2 L2 7 - i tend vers +oo ; conclure.
" kgo "QnEl 2" T nAfl2m qui tend vers +oo u

C'est le phénomene de Runge. On en trouvera un exemple concret dans le cours sur les approximations
sur [-1,1] )

uniformes (f: x - f(x) = o

La démonstration s'étend facilement au cas de f 0 C([a,b],R), avec les points d'interpolation régulierement

distribués.

. . . . 2 . A
Pour le choix des points de Tchebychev, on prouve dans [3] la minoration A, = E.In n,doule méme

résultat, mais cela utilise le théoréme de Jackson (méme référence).

Pour un choix quelconque des points d'interpolation, la premiére partie de la démonstration s'applique sans

probléme.

Erdds a montré en 1961 qu'il existe une constante c telle que pour tout choix des points d'interpolation, on a:

2
M==Inn-c.
T



* Intégration numérique: théoréme de Polya.
(cf le cours sur les polynémes orthogonaux pour le détail).
I intervalle de R; p poids sur I tel que pour tout n, t — | t|".p(t) soit intégrable sur I .

Pourn=0etX,,, ..., Xnnarbitrairement choisis (deux a deux distincts) dans I, a,, , ..., @, désignent les

n
coefficients qui assurent une méthode de quadrature du type interpolation jf(t)p(t)dt = kzo ay.f(x) d'ordre

n
au moins n, i.e. telle que Err,(f) = If(t)p(t)dt - kZO ay.f(x) soit nulle pour f polynomiale de degré < n.

I
On vérifie que pour tout n, Err, est une forme linéaire continue sur (C(1), ||.|l»), de norme

n
Errol| = j p(dt+ 3 lakal-
I

Le théoreme de Banach-Steinhaus montre que la méthode [(xn); (axn)] converge sur C(l) si et seulement si

n
la suite ( kzolak'"l )ns 0 €St bornée.

« Xtopcompact; K =R ouC ; E=C(XK ). Toutes les normes sur E qui rendent E complet et
entrainent la convergence simple sont équivalentes.

Soit || . || une telle norme; pour x O X ,onnote T, : (E, ||.||) = K , T(f) = f(x).

Soit x fixé dans X : T, est linéaire (clair) continu car si (f,) est une suite de E telle que lim ||f,|| = 0, alors:
lim f,(X) = 0 (par hypothése), i.e. lim T,(f,) = 0.

Soit f fixée dans E ; la famille [T (f)]xax = [f(X)]xox est bornée dans K (par || fl).

Alors par Banach-Steinhaus: (T,)xox est bornée dans L((E,|I.|),K):
k>0, OxOX, [Tyl <k,

d'ou:
OxOX, OfCE, [T«(f)| = If(x)| < k.|| f]|,etdonc: Of O E, || fllo < k.|| F]l.

On conclut avec un des corollaires du théoréme d'homéomorphisme de Banach.
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