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Tout d’abord,́enonçons les :

Théorème de Riesz
Soit :
(i) V un espace de Hilbert (réel) de produit scalaire noté< ., . >,
(ii) L une forme lińeaire continue surV .
Le probl̀eme abstrait :

(∗) Trouveru ∈ V tel que :∀v ∈ V, < u, v >= L(v)

a une unique solutionu ∈ V .

Théorème de Lax-Milgram
Soit :
(i) V un espace de Hilbert (réel) de produit scalaire noté< ., . >,
(ii) a : V × V → R une forme bilińeaire continue elliptique (i.e. telle qu’il
existeα > 0 vérifianta(v, v) ≥ α ‖v‖2 pour toutv ∈ V ),
(iii) L une forme lińeaire continue surV .
Le probl̀eme abstrait :

(∗) Trouveru ∈ V tel que :∀v ∈ V, a(u, v) = L(v)

a une unique solutionu ∈ V .

Premier exemple. Soit Ω un ouvert borńe deRn et de frontìere suffisam-
ment ŕegulìere.

Proposition Sif ∈ L2(Ω), le probl̀eme :

(∗)

{
u(x, t) − ∆u(x, t) = f(x), ∀(x, t) ∈ Ω × [0, +∞[
u(x, t) = 0, ∀(x, t) ∈ ∂Ω × [0, +∞[
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admet une solution uniqueu ∈ H2(Ω).

Preuve. Supposons queu ∈ H2(Ω) vérifie (*). On a alorsu − ∆u = f
dansD′(Ω) et, pour toutϕ ∈ D(Ω) :

< u − ∆u, ϕ >D′(Ω),D(Ω)=< f, ϕ >D′(Ω),D(Ω)

ou encore :

< u, ϕ >D′(Ω),D(Ω) + < ∇u, ∇ϕ >D′(Ω),D(Ω)=< f, ϕ >D′(Ω),D(Ω)

c’est-̀a-dire (puisquef ∈ L2(Ω) etu ∈ H2(Ω) ⊂ H1(Ω)) :∫
Ω

uϕ +

∫
Ω

∇u∇ϕ =

∫
Ω

fϕ.

CommeD(Ω) est dense dansH1
0(Ω) (par d́efinition même) et queϕ 7→∫

Ω
uϕ, ϕ 7→

∫
Ω

∇u∇ϕ et ϕ 7→
∫
Ω

fϕ sont continues surH1
0(Ω), il

vient : ∫
Ω

uϕ +

∫
Ω

∇u∇ϕ =

∫
Ω

fϕ , mbox∀ϕ ∈ H1
0(Ω).

Il est donc naturel de chercheru comme solution du problème ”abstrait” :{
(∗∗) Trouveru ∈ H1

0(Ω) vérifiant :
∀v ∈ H1

0(Ω), < u, v >= L(v)

avecL : H1
0(Ω) → R, v 7→

∫
Ω

fv. Il est clair queL est une forme lińeaire
continue (pensez̀a l’inégalit́e de Cauchy-Schwarz!). Donc le théor̀eme de
Riesz s’applique et donne l’existence d’un uniqueu ∈ H1

0(Ω) vérifiant
(∗∗). Resteà revenir au problème initial età montrer queu ∈ H2(Ω). Si
u ∈ H1

0(Ω) vérifie :∫
Ω

uv +

∫
Ω

∇u∇v =

∫
Ω

fv, ∀v ∈ H1
0(Ω)

alors on a :

< u, ϕ >D′(Ω),D(Ω) + < ∇u, ∇ϕ >D′(Ω),D(Ω)=< f, ϕ >D′(Ω),D(Ω) ∀ϕ ∈ D(Ω)

ou encore :

< u − ∆u, ϕ >D′(Ω),D(Ω)=< f, ϕ >D′(Ω),D(Ω) ∀ϕ ∈ D(Ω)

c’est-̀a-dire :
u − ∆u = f

2



dansD′(Ω). Vu que l’on a suppośe Ω de frontìere suffisamment régulìere,
on en d́eduit queu ∈ H2(Ω) et que l’́egalit́e a lieu dansL2(Ω).�

Deuxième exemple. SoitΩ un ouvert borńe deRn et de frontìere suffisam-
ment ŕegulìere.

Proposition Sif ∈ L2(Ω), le probl̀eme :

(∗)

{
−∆u(x, t) = f(x), ∀(x, t) ∈ Ω × [0, +∞[
u(x, t) = 0, ∀(x, t) ∈ ∂Ω × [0, +∞[

admet une solution uniqueu ∈ H2(Ω).

Preuve. Supposons queu ∈ H2(Ω) vérifie (*). On a alors−∆u = f
dansD′(Ω) et, pour toutϕ ∈ D(Ω) :

< −∆u, ϕ >D′(Ω),D(Ω)=< f, ϕ >D′(Ω),D(Ω)

ou encore :

< ∇u, ∇ϕ >D′(Ω),D(Ω)=< f, ϕ >D′(Ω),D(Ω)

c’est-̀a-dire (puisquef ∈ L2(Ω) etu ∈ H2(Ω) ⊂ H1(Ω)) :∫
Ω

∇u∇ϕ =

∫
Ω

fϕ.

CommeD(Ω) est dense dansH1
0(Ω) (par d́efinition même) et queϕ 7→∫

Ω
∇u∇ϕ etϕ 7→

∫
Ω

fϕ sont continues surH1
0(Ω), il vient :∫

Ω

∇u∇ϕ =

∫
Ω

fϕ ∀ϕ ∈ H1
0(Ω), ∀ϕ ∈ H1

0(Ω).

Il est donc naturel de chercheru comme solution du problème ”abstrait” :{
(∗∗) Trouveru ∈ H1

0(Ω) vérifiant :
∀v ∈ H1

0(Ω), a(u, v) = L(v)

aveca : H1
0(Ω) × H1

0(Ω) → R, (u, v) 7→
∫
Ω

∇u∇v etL : H1
0(Ω) →

R, v 7→
∫
Ω

fv. Il est clair quea est une forme bilińeaire, continue (pensezà
l’in égalit́e de Cauchy-Schwarz!) et coercive (penserà l’inégalit́e de Poincaŕe!)
et queL est une forme lińeaire continue. Donc le théor̀eme de Lax-Milgram
s’applique et donne l’existence d’un uniqueu ∈ H1

0(Ω) vérifiant (∗∗).
Resteà revenir au problème initial età montrer queu ∈ H2(Ω). Si u ∈
H1

0(Ω) vérifie : ∫
Ω

∇u∇v =

∫
Ω

fv, ∀v ∈ H1
0(Ω)
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alors on a :

< ∇u, ∇ϕ >D′(Ω),D(Ω)=< f, ϕ >D′(Ω),D(Ω) ∀ϕ ∈ D(Ω)

ou encore :

< −∆u, ϕ >D′(Ω),D(Ω)=< f, ϕ >D′(Ω),D(Ω) ∀ϕ ∈ D(Ω)

c’est-̀a-dire :
−∆u = f

dansD′(Ω). Vu que l’on a suppośe Ω de frontìere suffisamment régulìere,
on en d́eduit queu ∈ H2(Ω) et que l’́egalit́e a lieu dansL2(Ω).�
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