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Tout d’abord.énoncons les :

Théeoreme de Riesz

Soit :

(i) V un espace de Hilbert éel) de produit scalaire nét< .,. >,
(i) L une forme ligaire continue suv’.

Le probEme abstrait :

(%) Trouveru € V telque :Vv € V, < u,v >= L(v)

a une unique solutiom € V.

Theoreme de Lax-Milgram

Soit :

(i) V un espace de Hilbert &éel) de produit scalaire nét< .,. >,

(i) @ : V x V — R une forme biliaire continue elliptique (i.e. telle qu’il
existea: > 0 vérifianta (v, v) > a ||v||* pour toutv € V),

(i) L une forme liaire continue suv'.

Le probEme abstrait :

(%) Trouveru € V tel que :Vv € V, a(u,v) = L(v)

a une unique solutiom € V.

Premier exemple Soit 2 un ouvert borg deR™ et de frontére suffisam-
ment Eguliere.

Proposition Si f € L?(2), le probkeme :

(%) { u(z,t) — Au(z,t) = f(x), V(z,t) € Q X [0, +00]
u(z,t) = 0, Y(z,t) € N X [0, +00]
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admet une solution unique € H?(2).

Preuve. Supposons quae € H?*(Q) verifie (). Ona alorsu — Au = f
dansD’(2) et, pour toutp € D(Q) :

<u— Au,p >pa)po)=< f;¥ >p@©)D9)
Oou encore :
< u,p >pa)pe) T < Vu, Vo >pa)po)=< f, ¢ >p(@),p0)

c'esta-dire (puisquef € L3(Q2) etu € H?(2) C H'(Q)):

/prJr/QVchp:/ﬂfsa

CommeD(Q2) est dense dankl} (2) (par cefinition méme) et quep —
Joue, ¢ — [oVuVep et — [, fe sont continues suF; (), il
vient :

/u<p+/ Vchpz/fcp,mbow‘v’cpEH&(ﬂ).
Q Q Q

Il est donc naturel de cherchercomme solution du probme "abstrait” :

(*x) Trouveru € H;(Q) vérifiant :
Vv € Hj (), < u,v >= L(v)

avecL : Hj(Q2) — R,v — [, fv. Il estclair queL est une forme ligaire
continue (pensea l'inégalié de Cauchy-Schwarz!). Donc leétreme de
Riesz s’applique et donne I'existence d’'un uniquec Hj(Q2) vérifiant
(*x). Restea revenir au prol@me initial eta montrer quax € H?*(2). Si
u € Hj () verifie :

/uv—i—/ VuVv = / fv, Vv € H}(2)
Q Q Q
alorsona:
<u, ¢ >p@)p@) + < VU, Vo >pa)pe)=< f, ¢ >p@).p@ Y € D(Q)
ou encore :
<u—Au, ¢ >pa)p@)=< f, ¢ >p@).p@ Ve € D)

c'esta-dire :
u—Au=7Ff

2



dansD’(2). Vu que I'on a suppas(2 de frontere suffisammentéguliere,
on en c&duit queu € H?(Q2) et que legali€ a lieu dand.?(2).00

Deuxieme exemple Soit2 un ouvert borg deR™ et de frontere suffisam-
ment Eguliere.

Proposition Si f € L?(Q2), le probkeme :

(+) { —Au(z,t) = f(x), ¥(x,t) € 2 X [0, +o0]
u(z,t) =0, V(z,t) € 9N X [0, +oo]

admet une solution unique € H?(Q).

Preuve. Supposons qua € H?(Q) vérifie (*). On a alors—Au = f
dansD’(€2) et, pour toutp € D(S2) :

< —Au, ¢ >p@yp)y=< f, ¥ >p@)DEOQ)

ou encore :

< Vu, Vo >pa)pe)=< f;¢ >p@©)D0)
c'esta-dire (puisquef € L*(Q2) etu € H?(Q2) C H'(Q)):

/QVuVso:/nst-

CommeD(Q2) est dense dankl}(2) (par cefinition méme) et quep —
Jo VuVep ety — [, fe sontcontinues sul;(£2), il vient :

/ VuVep = / feVe € H (), Vo € HL(Q).
Q Q
Il est donc naturel de cherchercomme solution du probme "abstrait” :

(%) Trouveru € H;(Q) vérifiant :
Vv € H}(Q), a(u,v) = L(v)

aveca : Hy(Q) X Hj(2) — R, (u,v) — [, VuVvetL : Hj(Q) —

R, v — [, fv. Il estclair quea est une forme biligaire, continue (penséz
I'in égalie de Cauchy-Schwarz!) et coercive (persskinégalie de Poinca!)

et queL est une forme ligaire continue. Donc le @oeme de Lax-Milgram
s'applique et donne I'existence d’'un unique € H; () veérifiant (sx).

Restea revenir au prof@me initial eta montrer quew € H?(Q2). Siu €

H; () vérifie :

/ VuVov = / fv, Vv € H; ()
Q Q
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alorsona:

< Vu, Vo >paypo)=< f ¢ > @0 Ve € D(Q)
ou encore :

< —Au, ¢ >pa)pe)=< f,¢ >p@)pe) Ve € D()

c’esta-dire :

—Au=Ff
dansD’(2). Vu que I'on a suppds de frontere suffisammentéguliere,
on en c&duit queu € H?*(Q2) et que legali€ a lieu dand.?(2).0



