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Le théoreme suivant est une version ponctuelle de la formule d’inversion de Fourier; c’est I’analogue
du théoréme de Dirichlet pour les séries de Fourier. On prend la convention f(t) = [ e~ f(z)dx.

Théoréme 1 Soit f € L'(R), a € R. On suppose que f admet une limite a droite et a gauche en a; on
suppose que f est dérivable a droite et a gauche en a. Alors,
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Preuve :
— Quitte a translater la variable, on peut supposer ¢ = 0. On a
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On va donc montrer que  lim (/ S AT f(z) dz _ 2f(0+)> =0.
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— Remarquons que (en faisant le changement de variable y = Ax)

/‘X’sinAx dx:/oosiny dy:E,
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et quainsi [ ZAL 1) £ p0n) = [ sin(an [0 2
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Sans le facteur 1/x, il suffirait d’appliquer le lemme de Riemann-Lebesgue :

Lemme 1 (Riemann-Lebesgue) Soit g € L'. Alors, lim e%g(x) dx = 0.
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— Presde 0 :
on utilise I'hypothese suivante :  f(z) = f(07) + zf'(07) + = e(x), avec lim0 e(z) =0;
>
par conséquent, il existe § > 0 tel que f(z)%f(oﬂ soit borné sur |0, ¢]. La fonction w 1y0,5)(2)
est donc intégrable et par Riemann-Lebesgue,
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lim r =0
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— Loin de 0 :
sur [d,4+o0[,on a0 < 1/x < 1/d, et donc @ 1(5,00[() est intégrable. Par Riemann-Lebesgue,
lim sin(Ax) f@) dx = 0.
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Enfin, par définition des intégrales généralisées', on a :
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lim S(AT) 0% dp = Tim / Y dy £(0+) =0,
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— On démontre de méme que Alim S AT flx) Q—x = if(O_), ce qui termine la preuve.
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Remarques :
On a en fait utilisé une hypothese plus faible sur f : f € L' et 36 > 0,3K > 0 tels que

Va €]0,0[, |f(x) = fa")| < Kle —a|; Vaz €] =06,0[, |f(z) - f(a7)| < K|z —al.

1 oo siny T "B siny
Jo =~ dyfhmBHoojO = dy


coste


coste
Y. Coudène




