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Equirépartition presque sire pour f(x) = 2x modulo 1
Jean-Baptiste Bardet — 26 mai 2005

On étudie le comportement des suites définies par récurrgned (x,—1) =
f1(x), ouxp =x € [0;1) et f(x) = 2x mod 1, et on montre que

Théoreme 1. Pour Lebesgue presque tout point%0; 1), la suite(f"(x)),~q est
équirépartie suif0; 1), c’est-a-dire vérifie que pour tolb<a<b<1

im CAd0<k<n:a< fk(x) <b}
Nn—-+oco n o

b—a

Remarques Si on connait le théoréme ergodique de Birkhoff, il suffit de mon-
trer que la mesure de Lebesgue est ergodique ppae qui est tres simple, et

de conclure avec le théoréme ergodique. L'objectif ici est d’utiliser un outil plus
simple, la loi des grands nombres pour des variables aléatoires de Bernoulli indé-
pendantes.

On peut aussi considérer qudieest définie sur le tor&/Z, ou elle est continue,
mais ¢a ne changerait rien aux arguments. On travaillera donc icis{@; 1), ou
I'utilisation d’intervalles semi-ouverts permettra d’enlever toute ambiguité sur les
écritures diadiques des réels.

1. Les cas les plus simples sont ceuxxgeest un point périodique (ou son orbite
aboutit a une orbite périodique). On trouve facilement les points périodiques de
f:

x est périodique de période <  f"(x) =2"x=x+k

s 0X pour 0<k<2"-1

Tl
Le nombre de points périodiques augmente donc exponentiellement vite avec la
période, mais ils donnent peu d’information sur la dynamique globale, car ils sont
tous répulsifs (la dérivée deest partout égale a 2), donc une orbite, méme passant
tres prés d’une orbite périodique, s’en éloigne ensuite exponentiellement vite.

2. On commence par démontrer le théoréme pour le cas particulgesaly2 et
b=1. Pour cela, on subdivise I'intervallen deux sous-intervallés= [0;1/2) et


coste



l1 = [1/2;1), et on associe a chague [0; 1) un codage par une suits (X))~
définie par

~J0 sixelp B ~JO sif(x)€lo
XO(X>_{1 sixelp Xl(x)_x"(f(x»_{l sif(x)€ly
Xa(X) = Xo( (X)) e (%) € I

La propriété essentielle de ce codage est

Lemme 1. Pour tout n> 1,

X € In( [Z 2k+1'Z 2k+1 l) (1)

Démonstration.On démontre par récurrence suguex € Ip(x) et f" est linéaire
croissante (de pentépbijective deln(x) sur[0;1) :

e pourn =1, par définition deXo, x appartient dy,x) =
I1(x), etlp etl; sont les deux intervalles de bijectivité de

e Si f" est linéaire croissante dg(x) sur[0;1) et f"(x) € Iy, alors

X € In(X) N F"(Ix,00) = Inya(X)
intervalle sur lequef™?! = f o f" est linéaire de penté'2! par composition. [
On en déduit, en faisant tendnevers I'infini,

Lemme 2. La suite X donne une écriture diadique de x

X = Z X
K>0

(X)
2k+1

On munit maintenanit de la tribu borélienneB et de la mesure de Lebesgue
m.

Lemme 3. Sur I'espace de probabilitd, B,m), la suite(Xn),~o €st une suite de
variables aléatoires indépendantes identiquement distribuées de loi de Bernoulli
de parametrel /2.



Démonstration.ll suffit de vérifier que pour tout > 1 et tous(lp,l1,...,In-1) €
{0;1}"
1
m(X : Xo(X) =lo, X1(X) =1, ..., Xn—1(X) =In-1) = >

ce qui estimmédiat en remarquant que I'expresséigrse reformule

(X Xo(X) = lo, Xa(X) = l1, . Xo-1(0) = lIn_1} = [Z T Z o

0
On peut alors appliquer la loi des grands nombgesette suite de variables
aléatoires, avec

— ni:xk(x) =Card{0<k<n:1/2< f&x) <1}

Proposition 1. Pour m-presque tout x

: k
im Card{O<k<n:1/2< f¥x) <1} :}:]E(Xo)

n—-+oo n 2

ou, de maniere équivalente, I'écriture en b&sde m-presque tout x contient une
proportion de 1 (et une proportion; de0).

3. L'étape suivante consiste a remarquer qu’on peut faire exactement la méme

chose pour I'écriture en toute base entiére2 : on considérd;(x) =rx mod 1,
le découpage en sous-intervall%% =[5 1] 1a suitexér) (x) définie parfX(x) €

1), qui vérifie encore
X (%)
ite(x () L)
e la suite(X, ' (X)), donne I'écriture decen base : X= Y0 et
e sur I'espace de probabilitd , B, m), (Xér))loo est une suite de variables
aléatoires indépendantes de méme}lgi;;é O(jy-

La loi des grands nombres donne alors

1IRemarque importante, il suffit ici d’invoquer la versibfy trés simple & obtenir, de la loi des
grands nombres.



Proposition 2. Pour m-presque tout x, pour toQt< j < r

i Card{0<k<n: fk(x) e Ij(r)} 1
n—lmoo n N F

ou, de maniére équivalente, I'écriture en base r de m-presque tout x contient une
proportion% de chaque chiffre.

On notera dans la suif®, le sous-ensemble dede mesure 1 sur lequel cette
proposition est valable. Il est remarquable que poarn,>2Q, ensemble qui
est encore de mesure 1, les chiffres de I'écriture dent équidistribués en toute
base?

4. On revient au cas dé = fo, et on remarque que les intervalles de la forme

[§iri ”Zrl) = Ii(zl) apparaissent naturellement dans la décomposition en has=suP
laquellef, = f'.
Par ailleurs, il est utile de remarquer que pour tout borélele [0; 1)

— la mesure de Lebesguevérifie quem(A/2) = m(A)/2, ouA/2 = {x/2 :

x € A} et est invariante par translation ;

— f~1(A) est I'union disjointe de\/2 et 1/2+A/2;

— doncm(f~1(A)) = m(A).

Ainsi, l'ensembleQ; = NG ~1(Q,) est de mesure 1, et pour tout & on

a pour tout 0< i < 2

Card0 <k <l : ¥4 < [ 5))

lim 2
q—>+oo ql
i 1'2cardo<k<q: M) e[Fi5 1
_qLTmTJ_: q 2

en appliquant la Proposition 2&f(x), ..., f'=1(x).
En écrivant 1]I <n=[{]l4+r < ([}] +1)I, on obtient aisément

_ Cardo<k<n:fkx e[3h} 1
lim ==
N—+00 n 2l

2|l peut étre raisonnable de s’arréter ici pour faire un développement respectant le timing...
On n'a pas démontré a proprement parler I'équirépartition de la $tite)),., annoncée en
Théoréeme, mais I'équidistribution (presque sire) des chiffres en toute base, résultat intéressant en
SOi.



Il reste alors a traiter le cas d’un intervalkeb) quelconque. On définit deux
suites approximantes etb, par

§§a<T §§b< 2l
ce qui implique[%t; ) € [a;b) € [3; 247 et

- boar . b+l g

Mo ~IM 5 —z=b2

et entraine donc pour torte Q = Nj=>1Q; (avecm(Q) = 1))

im Card0<k<n:a< fk(x) <b}
N—-o00 n o

b—a

5. Remarque subsidiaire : évidemment le raisonnement du point 4, donc le théo-
reme, se généralisent aussi, de la méme maniére, a toutes les forfigtiavescr
entier plus grand que 2.
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