1 Sous-espaces de dimension finie de
C(R,C) stables par translations

THEOREME. Soit E = C(R,C) et F un sous-espace vectoriel de E de dimension finie
n. Pour a € R, on définit I’endomorphisme 1, de E par 7,f(z) = f(x — a).

Alors F' est stable par tous les endomorphismes 7, (a € R)) si et seulement si F
est lespace des solutions d’une équation différentielle linéaire homogéne d’ordre n a
coefficients constants.

Preuve.

Si F' est l'espace des solutions d’une équation différentielle linéaire homogene d’ordre n a
coefficients constants, alors F' est un sous-espace vectoriel de E de dimension n d’apres le
théoreme de CAUCHY-LIPSCHITZ linéaire. De plus, il est clair qu’'un tel sous-espace est stable
par translations.

Réciproquement, supposons que F' soit stable par translations. Soit (fi, ..., f,) une base de F.
Soient a € Ret i € {1,...,n}, ona1_,f; € F donc il existe des scalaires \j1(a), ..., Ain(a) tels
que fi(z4a) = > 14 Air(a) fr(z) pour tout 2 € R (x). Pour 2 € R, notons Fy(z) = [ fi(t)dt.
En intégrant la relation précédente, on a [ fi(t + a)dt = Y74 Aix(a)Fy(x), soit encore

k
apreés un changement de variable évident F(z + a) — Fi(z) = >_1_; Aik(a) Fi(x).

Les f; étant linéairement indépendantes, les F; le sont aussi (sinon on obtiendrait par
dérivation une relation entre les f;). Il existe donc des réels x1, ..., x, tels que la matrice
A = (Fi(zj))1<i,j<n soit inversible, c’est I'objet du lemme que nous reportons a la fin de
la démonstration. La relation Vi,j Fi(z; + a) — Fi(zj) = > p_; Nik(a)Fy(z;) s'écrit en-
core B(a) = A(a)A, ot on anoté B(a) = (Fi(xzj+a)—Fi(x;))i1<ij<n €t Ala) = (Nij(a))i<ij<n-

On en déduit que A(a) = B(a)A™! pour tout a € R. Les f; étant continues, les F; sont
de classe C! et donc aussi I'application a +— B(a). On en déduit que a — A(a) est de
classe C!, autrement dit les Aij sont de classe C!. En prenant x = 0 dans (*), on voit que
fi(a) = 21— fr(0)A\ix(a) pour tout a € R, ce qui montre que f; est de classe C'. Par une
récurrence immédiate, les f; sont en fait de classe C* : on a F' C C*°(R, C).

En dérivant la relation (x) par rapport a a en 0, on voit que pour tout z € R,
fl(x) = Y p 1 Ny (0) fr(z), on en déduit que f/ € F, autrement dit F C C®(R,C) est
stable par I’endomorphisme D de dérivation. Soit u le polynéme minimal de D|p, on note
d son degré. On a F' C Kerpu(D), mais d’apres le théoreme de CAUCHY-LIPSCHITZ linéaire,
Kerp(D) est un sous-espace de E' de dimension d, on doit donc avoir d = n et F' = Keru(D).

Enfin, démontrons le lemme annoncé : soient hq, ..., h,, des fonctions de R dans C linéairement
indépendantes. On note K = Vect(hy,...,h,). Pour z € R, on note J, la forme linéaire
f— f(z). Soit T' = {6, € R} et G = Vectg+(I'). On a 15XG = +5T = 0, ce qui prouve
que G = K* : T engendre K*. Il existe donc des réels z1, ..., z, tels que (g, ..., 0z, ) Soit une
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base de K*. La matrice (hi(x;))1<i j<n €st la matrice de passage de la base duale des h; a la
base des d,,, d’ou le résultat. O
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