5 Formule de POISSON et application

THEOREME (Formule sommatoire de POISSON). Soit F' € C(R) vérifiant :
i) Ja > 1, |F(z)| < |z[~* pour |z| voisin de +o0,

i) Yoes P < +o0.

On a alors Y, ., F(n)=>, ., F(n).

On a noté F: € — / e ™ P(z)dx la transformée de FOURIER de F (bien définie
R

car F' € L'(R) en vertu de 7).

Preuve.
Soit f(z) = >_,cz F(x +n). f est bien définie et continue sur R car la série (a double sens)
> nez F(x + n) converge normalement sur les compacts. En effet, si K > 0, alors pour
x € [-K,K] on a |z + n| > |n|/2 dés que |n| > 2K, de sorte que pour |n| assez grand
|F'(z 4+ n)| < (|n|/2)7%, qui est le terme général d’une série normalement convergente (car
a>1).

De plus, on voit par une réindexation évidente que f est 1-périodique. On peut donc calculer
ses coefficients de FOURIER : pour m € Z,

1
emlf) = /0 ¢~ £ ()t

1
— / Z 672i7rth(t + n)dt
0

nel

1
= > / e AT (¢ 4 p)dt
0

nez

L’interversion est autorisée puisque la somme converge normalement sur les compacts (et
Iintervalle d’intégration est de mesure finie). On écrit encore

n+1 .
em(f) = Z/ e 2T () du,

neL

+00 )
= / e_QWm“F(u)du

—00

Le « recollement » étant autorisé car u +— e 2™ F(u) est intégrable sur R. On a donc
finalement c,,(f) = F(m).

Comme f est continue et Y ., |c,(f)| < 400, la série de FOURIER de f converge nor-
malement vers f. En particulier, on a f(z) =)z cn(f )e2™T pour tout réel , soit encore

Yz Flx+n)=> F(n)e2™ On obtient la formule de POISSON en prenant 2 = 0. []
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Comme application, on propose de donner un équivalent au voisinage de 1 de la
fonction théta d’AIRy :

On considere la série O(z Zz . s'agit d’une série entiere puisque
nez
O(z) = 222“2 — 1. Son rayon de convergence est 1, car pour 0 < r < 1, on a
n=>0
Zr"2 < Zr” < 400, et la série diverge en r = 1.
nez nez

Soit w > 0 et posons F(x) = emwr? pour x € R. F est continue sur R et vérifie

Phypothese i) du théoréme. Pour n € Z, on a F(n) = / e~ 2= 41 soit encore
R

F (n) = e~ /w / e wl@tiTn/w)® g J'explique rapidement une manieére de calculer

R
cette intégrale. On écrit que l'intégrale de la fonction holomorphe z +— e™“# sur un

rectangle « posé » sur l'axe des réels et de « hauteur » 7n/w est nulle. On montre
sans difficulté que les termes de bord tendent vers 0 quand la longueur du rectangle

. [
tend vers +oo. On en déduit que / e wltinn/w)® g — / e " dr = , /| —. Finalement,
R R w

~

F(n)=./Ze™ n?fw,

L’ hypothese i1) du théoreme est donc vérifiée, et la formule de POISSON nous dit que

—wn [ E e T 2n?2 /w
nEZ

nez
Cette identité se réécrit ©(e™) = /TO(e™" */@) soit encore /TO(e™™ ") = @(Ll/u)
Vu
o . O™V .
(pour tout w > 0). On en déduit que lim ———= = /7, soit encore
U—~+00 \/ﬂ
lim y/—log2z©(z) = /7. Il  sensuit que O(x) < _17r ,  finalement
PERE ogx
x—1~ ™
O] ~ .
(z) .

Lecons possibles

227 Développement asymptotique d’une fonction d’une variable réelle.

230 Séries de nombres réels ou complexes. Comportement des restes ou des sommes
partielles des séries numériques. Exemples.

235 Interversion d’une limite et d’une intégrale. Exemples et applications.
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237 Problemes de convergence et de divergence d’une intégrale sur un intervalle de R.
240 Transformation de Fourier, produit de convolution. Applications.

241 Suites et séries de fonctions. Exemples et contre-exemples.

242 Exemples d’utilisation de fonctions définies par des séries.

246 Développement d’une fonction périodique en série de Fourier. Exemples et
applications.
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