13 Méthode du gradient a pas conjugué

Etant donnés A € S;F(R) et b € R™, le but est de résoudre numériquement I'équation
Az =b.

On note z* I'unique solution de I’équation, on cherche a construire une suite (z)r>0
qui converge le plus rapidement possible vers x*.

Proposition. Soit J : R™ — R la fonction définie par J(x) = %%Ax —txb. Alors pour
tout x € R", J(z) = L||o — a*||3 + J(2*). Ainsi, x* est Uunique point qui minimise J.

Preuve.
Rappelons que ||.||4 est une norme euclidienne associée au produit scalaire (z,y)4 = ‘zAy.
On écrit que

1 1 1
§H$ — o4+ J(a*) = it(x — ") A(x —2¥) + §t:c*Ax* — ¥
soit encore

1
5“3: — x4+ J(z*) = J(x) + "z* Ax* — ta*b

Et comme Az* = b, il vient ||z — 2*||} + J(z*) = J(z), ce qu’il fallait.
O

Proposition. Sur tout sous-espace affine KC de R™, J atteint son minimum en un point
unique xx. De plus, xic est caractérisé par b— Az L K, ou K désigne ici la direction
de IC.

On aurait pu simplement écrire b — Az L K (par définition de I'orthogonalité a un
sous-espace affine), mais cela aurait pu préter a confusion : b— Az n’est pas orthogonal
aux vecteurs de K.

Preuve.

||l.]la étant une norme euclidienne, il existe un unique point xx € K qui réalise la distance de
x* a K : il s’agit du projeté orthogonal (relativement a (.,.)4) de z* sur K. On en déduit
immédiatement que xx est I'unique point qui minimise J sur K en vertu de la proposition
précédente.

De plus, on sait que ce point est caractérisé par z* —xx L4 K, soit encore A(z* —xg) L K,
et comme Ax* = b on a le résultat voulu.

]

Proposition. Soit o € R™, posons ro = b — Axy et K;, = Vect(rg, Arg, ..., A¥"1ry)
pour k € N*. Si on note xy le point qui minimise J sur xo + Ky, alors la suite (xx)k>1
stationne sur x* en au plus n itérations.
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Preuve.

Si on note r, = b — Az, on a vu que xj est caractérisé par rp L K pour k > 1. Par
ailleurs, on remarque que r; € Kjy1 pour tout k > 0 : rp = b — Az = rg — A(xg — x0), et
xp — x9 € Ky donc A(zy, — xo) € Kgiq.

La suite de sous-espaces vectoriels (Kj)r>1 est croissante, elle est donc stationnaire. De plus,
si Ky, = Ki,+1 alors on voit que nécessairement la suite stationne sur Kj,. On en déduit
que cela arrive en au plus n étapes pour des raisons de dimension. Enfin, on a dans ce cas
Tky L Kgy €t iy € Kiy41 = Ki,, on en déduit que ry, = 0 i.e. b = Axy, puis xy, = = par
unicité. ]

Deuzieme preuve.
On se convaincra sans mal que « € xg + Kj si et seulement si il existe un polynéme P de
degré < k et de terme constant 1 tel que 2* —z = P(A)(xg — 2*). On en déduit que z* € K,

en prenant par exemple P = d’ég‘A (ot x4 désigne le polynéme caractéristique de A).

]

Proposition. On note d;, = xpy1 — v et 1, = b — Axy pour k = 0. On a alors
Ky = Vect(ro,...,rx—1) = Vect(dy, ..., dr—1) pour tout k > 1. De plus, les vecteurs
7oy ..y Tp_1 Sont orthogonauz et les vecteurs dy, ..., d_1 sont A-orthogonauzx.

Preuve.

Le résultat est trivial si g = 0, on suppose désormais rg # 0. Soit ky < n le plus petit entier
non nul tel que Ky, = Kj,+1. Si on montre le résultat pour k < ko, il sera évidemment vrai
pour k > ko (dans ce cas, r,_1 = di_1 = 0).

On a vu que 1, € Kpy1 pour tout k£ > 0 et rp L K} pour tout £ > 1. Les r; sont donc
orthogonaux, de plus r,_1 # 0 pour 1 < k < ko, on en déduit que Ky = Vect(ry, ..., r,_1) pour
des raisons de dimension. D’autre part, il est clair que di, = xx11—2r € K41 pour tout k > 0,
de plus d_1 # 0 pour tout 1 < k < kg. De nouveau, il nous suffit de montrer que les dj, sont A-
orthogonaux. Soient 0 < I < k, on a (di, d;) 4 = (Adg,d;), or Ady = Azxgi1— Az = —rg1+7%
et d; € Kj41 C Ki, d’ou <dk7dl>A = 0.

[l

Algorithme du gradient conjugué. La proposition précédente montre que l'on
peut explicitement calculer d, et donc x, de maniere itérative.

En effet, supposons connus ry et di.. On calcule alors 11 = b— Az = b— A(dy +xy.),
soit 1y1 = 1 — Adg. Si rgy; = 0, c’est terminé. Sinon, on détermine dj,; a un sca-
laire non nul pres grace au procédé d’orthogonalisation de GRAM-SCHMIDT (pour
le produit scalaire (.,.)4). Ce scalaire est ensuite déterminé grace a la relation
(dps1,7r11)a = ||Tes1]|?, obtenue en prenant le produit scalaire usuel avec 4, dans la
relation 7,19 = Tpi1 — Adgiq.

Reste a initialiser 'algorithme : rg est connu mais ce n’est pas le cas de dg = z; — x9 @
0 0 0
priori. En fait, dy € Vect(rg) est connu a un scalaire non nul pres, et le raisonnement
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ci-dessus s’applique.

Rentrons maintenant un petit peu plus dans les calculs. On écrit que di. 1 est colinéaire
R k ,

a dj,, avec diy = rpy1 4+ 2o 2di o est donné par 0 = (ryp, di)a + aif|di][%
Or (rgs1,di)a = (rge1, Ady) avec d; € K; .y donc Ad; € K. On en déduit que
(rkt1,di)a = 0 sauf si i = k. Dans ce cas, (rpy1,di)a = (Tev1, Adp) = (Phyr, Tk — Thpr)

soit (ri1,dr)a = —||Tes1||*. Par ailleurs, ||di||3 = (Adg, di) = (ri, — 711, dr) = (ri, di).
Finalement, peut choisir dj ., = (rg, de)7h+1 + ||[7%41]|?di. Enfin, on détermine A tel
lresall®

— ! 4 : _ 2 . o
que diy1 = Adj,, en écrivant que (dyi1,Trt1)a = [|Trg1]]” s0it A = A

On peut donc écrire I’algorithme de la maniere suivante :

** Initialisation **
r € R™ quelconque.

r:=b— Ax

d:=r

tant que ||| > ¢

N

d:=Jt=d
ri=x+d
r'=r— Ad
d:= (r,d)r" + ||7’||*d
r.=r

fin tant que

On sait que l'algorithme converge en au plus n étapes. Dans la pratique, n peut étre
grand et la précision machine est atteinte en beaucoup moins d’itérations. On a en
particulier le résultat suivant :

Proposition. La méthode du gradient a pas conjugué converge mieur que toutes les
méthodes dites de gradient. En particulier, la convergence est au moins géométrique.

Preuve.

Dans les méthodes de gradient, on pose g1 = zx — pp(Azr — b), ou pr > 0. On peut
mentionner ici que Az, — b est en fait le gradient de la fonction J, d’ou le nom de la méthode
(idée est que J diminue le plus fortement dans la demi-direction —V.J). Par une récurrence
immédiate, on voit que xx € zg + K. Or dans la méthode du gradient a pas conjugué, xx
minimise J sur zg + K, d’ou le résultat.

On peut démontrer rapidement que la méthode du gradient a pas constant converge géomé-
triquement : si on choisit pr = p suffisamment petit pour que le rayon spectral r de I — pA
soit < 1,on a xp11 —a* =z — ¥ — p(Azy, — Ax™) soit w41 — 2" = (I — pA)(z —2*). On en
déduit que ||zgr1 — x*||2 < rl|zr — 2*|]2, d’ou le résultat annoncé.

]
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