20 Calcul d’une intégrale

/2 log(1 + 2
Le but est de calculer la valeur exacte de l'intégrale I = / 0g(1 + 2 cos x)dx.
B cos
w/2 1 1
On commence par introduire la fonction a > —1+— F(a) = / og(1 + acos x)dm.
0 cos
Justifions que F est bien définie et de classe C! sur | — 1,400 (ce qui montre au

passage que [ est bien définie) :

log(1 4+ acos )

— Pour tout a > —1, x +— est une fonction continue donc mesurable
cos T

sur [0,7/2[, de plus elle se prolonge contintiment en 7/2 (par la valeur a), elle est
donc intégrable sur [0, 7/2].

log(1 + acosx)

— Pour tout z € [0,7/2], a+— est une fonction de classe C' sur

5 (log(1 CoS T
0 +acosx
]—1,+oo[,et—( &l ) _ :
da Ccos T 1+acoszx
- Si a > —1 est fixé, alors pour tout a > «, * — ———  est une fonction

1+acosz

mesurable (car continue) sur [0, 7/2[ et dominée par la constante (intégrable)

Le théoreme de dérivabilité relatif aux intégrales a parametre nous permet d’af-

firmer que F est bien définie et de classe C' sur | — 1,4o00[, de plus Va > -1
/2 d
F'(a) = / S
o l+acosz
En faisant le changement de variable w = tanz/2, qui est un difféomor-
2d 1—u?
phisme de [0,7/2] sur [0,1], on a dle_;;ﬂ et cosx:r;g; il vient

1
du
Fl(a :2/ . On distingue ensuite selon que —1 < a < 1
@=2) Gra+a—aw s E

oua>1:

Si —1 < a < 1, on pose a = cos20 avec § €]0,7/2[. On a alors 1 +a = 2cos*6 et

1 1
du 1 du
1 - = 2 1 20 1 b F/ = = .
¢ sin” 0, si bien que F(a) /0 cos2f 4+ u2sin®’f  cos?d /0 1+ u?tan?6
En faisant le changement de variable affine v = wtanf, on trouve
) tan 0 d 20
F'(a) = sin29/0 1+UU2 = o0 Comme 20 €|0,7[, on a 20 = arccosa et

arccosa
V1 —a?

Sia > 1, on pose a = ch26 avec # > 0. On a cette fois 1 +a = 2ch?d et 1 —a = —2sh?4,

sin20 = /1 — a?, d’ou finalement F'(a) =
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1 1
d 1 d
si bien que F'(a) = / 5 “ = / 4 En faisant le chan-
0 ch“f 0 0

—u?sh?0  ch® 1 — u?th?*¢’
t de variable aff tho, il vient F'(a) = — Yo 26

ement de variable affine v = u il vien a) = —— = car
& ’ sh20 J, 1—v% sh26

d
] v 5 = d(thv)). Comme 20 > 0, on a 20 = argcha et sh20 = /1 + @?, d’out finalement

— v
F(a) = argcha

Vita®

On éerit ensuite que pour —1 < a < 1, on a F(a) = F(0) + [ F'(t)dt, soit

“ arccost —dt —arccos?t |
F(a :/ dt. Comme d(arccost) = ——, il vient F(a) = | ——
W= vice (arceost) = = (@) { 2 L
2 2 2
soit F(a) = % - w. Par continuité de F' en 1, on a au passage F'(1) = %

Enfin, on écrit que pour a > 1, F(a):F(l)—l—/ F'(t)dt  soit
0

2 “ argcht . dt

Fla) = —+ / dt. Etant donné que d(argcht)=——, il vient
W=t e ane. dlarseht) = 0

2 h2t a 2 h2
F(a) = T , finalement F'(a) = T e a

g 2 |, g 2

2 h?2

En particulier, I = F(2)= % + arg; . On peut se souvenir de lidentité

2 1 2 log(2 3)?
argchz = log(xz + V22 — 1) pour tout x > 0, ce qui donne [ = % + —og( ;— \/_) .

Lecons possibles

228 Continuité et dérivabilité des fonctions réelles d’une variable réelle. Exemples et
contre-exemples.

233 Intégration des fonctions d’une variable réelle. Suites de fonctions intégrables.
236 Illustrer par des exemples quelques méthodes de calcul d’intégrales de fonctions
d’une ou plusieurs variables réelles.

(237 Problemes de convergence et de divergence d’une intégrale sur un intervalle de
R.)

239 Fonctions définies par une intégrale dépendant d’un parametre. Exemples et
applications.
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