23 Méthode de LAPLACE

Soit I = [a,b] un intervalle de R avec a < b < +oo. On se donne une fonction
o : I — R de classe C? et une fonction f : I — C mesurable, continue en a
avec f(a) # 0. On suppose de plus que x + e %0%®) f(z) est intégrable sur I pour
un certain ¢y € R. On cherche un équivalent quand ¢t — +oo de F(¢ f e %@ f(z)dz.

Sia=0et p(x)=ux, alorsF()t_:Soo@.

Si ¢ > 0 sur I, alors F(t) "= g,((?) eit:(a).

1.
2.
3. Sl a = O et 90(1') = :E , alors F(t) t—»r;i»oo ﬁf(O)
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. Si¢' > 0sura,b], ¢'(a) =0 et ¢"(a) > 0, alors F(t) L f(a) 2¢>’7’r(a) eijji(@'

On donnera I’application suivante (5.) : F(t +1) "R% tte=ty/2nt, d'ot on déduit en

particulier la formule de STIRLING n! "~ n"e="/2mn.
Preuve.
On commence par remarquer que F(t) existe pour ¢ > tgp, puisque

le= f(z)] < e~ (tt0)e(@)|e—toe(®) f(z)| pour t > ty (dans tous les cas considérés, ¢ est
strictement croissante sur I). De plus, une application directe du théoréme de continuité des
intégrales a parametre donne que F' est une fonction continue de ¢ pour ¢t > to. En fait, on
ne perd pas de généralité & supposer que to = 0, quitte & remplacer t par t—tg et f par e 10? f.

Traitons maintenant le cas 1. Comme f est continue en 0, f est bornée au voisinage de
0 : on écrit que |f(z)] < M pour 0 < 2 < a (M > 0,0 < a < b). On a d’'une part

Jo e f(a)de = 1f0t “f (u/t)du avec fota e_“f(u/t)du "2 £(0) par convergence
dominée, d’autre part ]fa e f(r)dz| < et fo |f(x)|[dz = O(e *). En recollant, on
obtient bien F(t) e @.

Pour le cas 2., on écrit que le changement de variable z — ¢(z) — ¢(a) est un difféo-
morphisme de | a b[ sur un mtervalle [0, c[. Soit ¢ le diffomorphisme réciproque. Il vient
F(t) = e‘t‘p fc “WEp(y))Y'(y)dy. Le cas 1. s’applique, sachant que 9(0) = a et

P'(0) = ) on a bien F( )Hm f((?) eft:m)‘

Dans le cas 3., on reprend la méthode du cas 1 : [; et f(z)de = 7 f\[a —* £ (u/ /1) du.
Par convergence dominée, /% [ e~ f(z)dw botge %f( 0). D’autre part,

B b
/ e_tIQf(x)d:): < et / |f(z)|dx = O(e_to‘2). Finalement F(t) ‘<% @&_
o 0

Vit
Enfin, dans le cas 4. on écrit que x — y = +/o(z)— p(y) est un difféomorphisme

dy
x

/!
de [a,b] sur un intervalle [0,c[, avec < ) = @2@. Soit 1 lapplication ré-
|lz=a

68



ciproque. On a F(t) = e @ f(f e_tyzf(@b(y))q//(y)dy, d’apres le cas 3. il vient
t——+o0 T e tela) o / _ 2
F(t) "~ f(a) @ sachant que 1(0) = a et ¢'(0) = V@

Passons maintenant & application. On écrit que T'(t+1) = [;° e~ “a"dx, apres le changement
de variable z = t(u+ 1) : D(t + 1) = [ e ) (t(u + 1))tdu = ¢ [% e W du, ol
o(u) =1+ u—log(l+ u).

On coupe lintégrale en deux et on éerit [i° emteWdy TR \/g% et
ffl e te(Wqy = fol e—te(-u)dy, T \/g% (dans les deux cas, c’est une application

directe du cas 4.). Finalement, I'(t 4+ 1) I tte~ty/2nt, ce quion voulait.
O

Lecons possibles

227 Développement asymptotique d'une fonction d’une variable réelle.

(233 Intégration des fonctions d’une variable réelle. Suites de fonctions intégrables.)
235 Interversion d’une limite et d’une intégrale. Exemples et applications.

(236 Illustrer par des exemples quelques méthodes de calcul d’intégrales de fonctions
d’une ou plusieurs variables réelles.)

237 Problemes de convergence et de divergence d’une intégrale sur un intervalle de R.
239 Fonctions définies par une intégrale dépendant d'un parametre. Exemples et
applications.

(247 Exemples de problemes d’interversion de limites.)
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