Algebre 03 —

1. RESEAUX ET SOUS-RESEAUX ‘

Définition. Une partie I' de R" est dite discréte si la
topologie induite par R™ sur I' est la topologie discrete.

Proposition. Une partie fermée I' de R™ est discreéte
si et seulement st I' N K est fini pour tout compact K
de R™.

Notons qu’un sous-groupe discret de R™ est fermé.

Proposition. Si I' est un sous-groupe discret de R™
alors il existe 1 < p < n et er,...,e, dans R”
linéairement indépendants sur R tels que I' = Zey @
@ ZLep.

Définition. On dit que I est un sous-réseau de R™ s’il
existe 1 <p <netey,...,eplinéairement indépendants
sur R tels que I' = Ze; @ --- @ Ze,. On dit alors que
(e1,...,ep) est une Z-base de T'.

Proposition. Toutes les Z-bases d’un sous-réseau ont
le méme cardinal ; on 'appelle le rang du sous-réseau.

Proposition. Soit £ une Z-base d’un sous-réseau I' de
rang r et V une base de Vect(T'), on note P € GL.(R)
la matrice de passage de € a V. Alors V est une Z-base
de T' si et seulement si P € GL,(Z).

Définition. Un sous-réseau de R™ de rang n est appelé
un réseau de R™.

Exemple. Z + /27 est une partie de R qui n’est pas
un réseau de R.

Exemple. Z[i] = Z + iZ est un réseau de R? (que I'on
identifie & C).

Proposition. Si ' est un sous-groupe de R™ alors les
assertions suivantes sont équivalentes :
(i) T est un réseau de R™
(i) T est discret et R™ /T est compact
(t3i) T est discret et de rang n
(iv) T est discret et engendre R™

Exemple. Z? est un réseau de R? donc R?/Z? est com-
pact.

., 0, des réels dont au moins un
Pn €L

Application. Soit 64, ..
est irrationnel et soit € > 0. Alors il existe pq, . ..

< &
= q°

et g > 1 tels que ‘Qi - %‘
Théoréme de la base adaptée. Soit I' un réseau de
R™ et A un sous-réseau de I' de rang m < n. Alors il
existe e1, ..., e, tels que I' = Zey @ - - - B Ze,, et il existe
des entiers non nuls dy,...,d, tels que d; divise djq1
et vérifiant

A= Zd161 D---P deem

Application. Si G est un groupe abélien de type
fini alors il existe un entier » > 0 et des entiers
ai,...,am > 1 tels que a; divise ajy; est vérifiant
G=7Z"®Z/a1Z& - BZL/anL.

Sous-groupes discrets de R". Réseaux.

Corollaire. SiI' est un sous-réseau de R™ et A un sous-
réseau de T' alors T'/A est fini si et seulement si T et A
ont méme rang. Le cardinal de T /A est alors dy - dp,.

’ 2. DOMAINE FONDAMENTAL D’'UN RESEAU

On considere, dans R™ muni de la mesure de Lebesgue
A, un réseau I' de Z-base (e1, ..., e,).

Définition. On dit qu'une partie mesurable D de R"
est un domaine fondamental pour T" si, pour tout = €
R™, il existe un unique y € D tel que x —y € I.

Exemple. Le parallélogramme fondamental
{oaner +---+anen ; 0< oy <1}
est un domaine fondamental pour I"; il en est de méme

de
{are1 + -+ ane, ; =1 <a; <0}.

Conséquence. Tout réseau a un domaine fondamental.

Proposition. Si D et D' sont deux domaines fonda-
mentauz pour T' alors \(D) = A(D') et cette quantité ne
dépend pas de la Z-base choisie.

Définition. La mesure d’un domaine fondamental s’ap-
pelle le volume de T', on le note v(T).

Exemple. Le volume du réseau Z? de R? est 1.

Proposition. Si A C T est un autre réseau alors |T'/A]
est fini et on a v(A) = v(T) |T/A|.

Lemme de Minkowski. Soit I' un réseau de R™ et S
une partie mesurable de R™ telle que A(S) > v(T"). Alors
il existe x,y € S distincs tels que v —y € I

Corollaire. Soit " un réseau de R™ et S une partie me-
surable, convexe et symétrique par rapport a 0 de R™. Si
l'une des conditions suivantes est vérifiée

- A(S) > 2"v(T)

- A(S) > 2"u(T) et S compacte

alors SN T contient un point autre que 0.

Contre-exemple. Si (ej,...,e,) est une base de I' et
S={Mer+ -+ Men; -1 <A < 1}alors SNT
ne contient que 0 donc les inégalités dans les conditions
sont optimales.

Application (théoreme des deux carrés). Un nombre
premier de la forme 4k + 1 est somme de deux carrés.

Application (théoréme des quatre carrés). Tout entier
naturel est somme de quatre carrés.

3. RESEAUX DU PLAN ‘

3.1. Fonctions elliptiques. Soit w; et ws deux
nombres complexes non nuls tels que 5—; ¢ R et f une
fonction méromorphe sur C admettant w; et wy pour

période.

Définition. On dit que f est une fonction elliptique
pour le réseau A = Zwy ® Zw-.



Exemple. La fonction p de Weierstrass définie ci-
dessous est elliptique :

1 1 1
v=3+ T (eaa)
weA—{0}
Proposition. Soit f est une fonction elliptique pour un
réseau A de domaine fondamental D.

(i) Le nombre de zéros de f dans D est fini et égal
au nombre p de poles de f.
(it) Les wvaleurs de f sont alteintes exactement p
fois.
(7i1) On note z, les poles de f et m, leur multiplicité
alors > maze € A.

(i)
3.2. Action du groupe modulaire sur le demi-
plan de Poincaré. On identifie le plan R? & C, on

note P le demi-plan {z € C;Im z > 0} et on considere
le groupe modulaire PSLo(Z) ~ SLy(Z)/{£l:}.

Si f n’est pas constante alors p > 2.

Proposition. SLy(Z) est engendré par les matrices

0 -1 1 1
S_(l O)etT—(Ol).
Proposition. L’action de PSLy(Z) sur P définie par
a b L az +b
c d ez +d

admet pour transversale le domaine Dy défini par
~ soit —3 <Re z< § et |z| > 1,
~ soit —3 <Re 2 <0 et 2] = 1.

Proposition. A C*-homothétie pres, les réseaux du
plan sont en bijection avec Dy.

3.3. Anneaux d’entiers quadratiques.

Définition. Un corps quadratique est une sous-corps K
de C de la forme K = Q(v/d) (ot d € Z est sans fac-
teur carré); si d > 0, c’est un corps quadratique réel; si
d < 0, c’est un corps quadratique imaginaire.

Exemple. Q(v/—3) et Q(v/3) sont respectivement deux

corps quadratiques imaginaire et réel; en revanche
Q(e*™/™) n’est pas un corps quadratique pour n > 3.

Un élément z d’'un corps de nombre K est dit entier s’il
existe un polynéme P € Z[X] unitaire tel que P(z) = 0.

Proposition. L’ensemble Ok des éléments entiers
d’un corps quadratique K = Q(\/g) est un anneau et

(i) Ox = Z[Vd] sid=2,3 (mod 4)

(i) Ok = Z[* /4] sid =1 (mod 4)

Exemple. L’anneau des entiers de Q(y/—3) est
Z[H'T\/jﬂ et 'anneau des entiers de Q(v/3) est Z[/3].

Corollaire. Soit O l'anneau des entiers d’un corps
quadratique K = Q(\/d).

(1) Sid > 0 alors Ok est un sous-groupe dense de
R.

(1) Sid <0 etd=2,3 (mod4) alors O est un
réseau du plan de Z-base (1,/d).

(ii) Sid < 0 et d = 1 (mod 4) alors Ok est un

1+\/3>
5%).

réseaw du plan de Z-base (1,

Proposition. Soit Ok l'anneau des entiers d’un corps
quadratique réel K = Q(/d).

(7) Le groupe des éléments inversibles de Ok admet
un plus petit élément w strictement supérieur a
1.

(17) Ce groupe est égal a {£w™ ; n € Z}.

Exemple. Les éléments inversibles de Z[v/3] sont les
nombres de la forme 4(2 + /3)" o n € Z.

DEVELOPPEMENTS

Théoréme de la base adaptée. [3]

Action de PSLy(Z) sur le demi-plan de Poincaré.
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