Algebre 08 —

Pour n =2 ou 3, on note O(n) = {4 € M, (R); tAA =
I} et SO(n) = {A € O(n);det A = 1}.

’ 1. ELEMENTS D’ORDRE FINI ‘

On note E un espace euclidien de dimension 2 ou 3.

1.1. Exemples d’involutions.
Soit u € L(FE) une involution (i.e. uou =idg).

Définition. On note
e F, =ker(u—idg) lespace des invariants
e E_ =ker(u+idg) lespace des anti-invariants

OnaFEF=FE,dE_.
Définition et proposition. On a
u€O(E) <= E,=Ft < u* =u
et u est alors la symétrie orthogonale par rapport a E .

Définition. Si dim E; = n — 1 et si u est la symétrie
orthogonale par rapport & E,, alors on dit que u est la
réflexion d’hyperplan E .

Remarque. La symétrie s;, par rapport a I’hyper-

plan (Rzg)* est donnée par : s,,(r) = x — 2”%(?“?
i.e. Sz, = 1idE — 2PRy, -
Remarque. Si v € O(E) alors v o s;, o v~ ! est la

symétrie par rapport & ’hyperplan (Rv(zg))*.

Définition. Si E = R? et dim E; = 1 alors la symétrie
orthogonale sg, par rapport a E est appelée un demi-
tour d’aze E .

1.2. Générateurs.

Proposition. Tout élément u de O(E) est le produit
de n — dimker(u — idg) réflexions.

Corollaire. Tout élément de SO(E) est le produit d’un
nombre pair de réflexions.

Corollaire. Les produits de deuz réflexions engendrent

SO(E).

Corollaire. Les demi-tours engendrent SO(3).
Application. SO(3) est simple.

Application. Aut(SO(3)) = Int(SO(3))

1.3. Centre.

Lemme. Siu € O(E) etx # 0 alors uos,ou™! = Su(z)-

Proposition. Z(O(E)) = {£idg}, Z(SO(2)) = SO(2)
et Z(SO(3)) = {idg}.

1.4. Commutateurs.
Proposition. D(O(FE)) = SO(E)
Proposition. D(SO(2)) = {Iz} et D(SO(3)) = SO(3)

2. DIMENSION 2, ANGLES ET POLYGONES ‘

Dans ce qui suit E est un espace euclidien de dimension
2.

Proposition. Soit v € O(E) et 7 une réflexion
(i.e. une symétrie orthogonale par rapport d une droite).

Sous-groupes finis de O(2,R), de O(3,R). Applications.

(1) Siwu est négative alors u est une réflexion.

(1) Siwu est une rotation alors il existe une réflexion
7' telle que u = 17",

1 1

(#i1) Si p est une rotation alors TpT~t = p~t.

Corollaire. Les groupes SO(E) et SO(2) sont commu-
tatifs.

Corollaire. Les matrices A € O(2) sont de la forme
; a —b
iy

. a b

(i) [ b —a
Une matrice A € SO(2) s’écrit donc

4= —sne ],

cos 6
Définition. L’angle de A est 8 modulo 2.

] avec a®> +b* =1 si A € SO(2), ou

] avec a®> +b> =1 sidet A = —1.

cosf
sin 0

Remarque. Puisque SO(2) est commutatif, la matrice
d’une rotation ne dépend pas de la base orthonormale
directe choisie. On peut donc parler de I’angle d’une ro-
tation.

Définition. On dit qu'une partie compacte d’intérieur
non vide P du plan affine euclidien £ est un polygone
si P est l'intersection d’un nombre fini de demi-plans
fermés. Si de plus, tous les cotés de P ont méme lon-
gueur et tous les angles ont méme mesure, on dit que P
est un polygone régulier.

Proposition. Si P et P’ sont deux polygones réguliers
an > 3 cotés alors il existe une similitude transformant
P en P

Définition et proposition. On appelle groupe d’un
polygone P le groupe Isp(€) des isométries f de & telles
que f(P)="P.

Proposition. D,, = Z/nZ x Z/2Z est le groupe du po-
lygone régulier a n cotés.

Application (colliers de perles). On dispose d’un fil
circulaire, de 4 perles bleues, 3 blanches et 2 rouges.
Combien de colliers différents peut-on faire avec ce
matériel 7

Proposition. Les sous-groupe finis de O(2) sont Z/nZ
et Dp =Z/n7 x 7.)27.

’ 3. DIMENSION 3 ET POLYEDRES ‘

Dans ce qui suit E est un espace euclidien de dimension
3.

Proposition. Pout tout v € O(E), il existe une base
orthonormale dans laquelle la matrice de u soit de 'un
des types suivants :

cosf@ —sinf O
- sinf  cosf 0 | avec0 <0 <, ou
0 0 1



cosf —sinf O
- sinf  cosf 0 avec 0 < 0 <.
0 0 -1
1 0 0

Exemple. 0 -1 0

0 0 -1
RT et d’angle m; c’est le demi-tour d’axe RI i.e. la
symétrie orthogonale par rapport RT.

désigne la rotation d’axe

Remarque. Si E; = ker(u — idg) est ’espace des in-
variants alors la dimension de E; est : dans le premier
cas, 1si 0 < 8 <met3si A=1I3; dans le second cas,
elle est nulle pour 0 < 8 < 7 et vaut 2 si § = 0.

Remarque. L’angle 8 est ’angle dans le plan concerné
par la rotation : il ne s’agit pas de 'angle entre les vec-
teurs x et u(z). Par exemple, la rotation qui envoit T
sur J, Tsur k et k sur Test la rotation d’axe ((1,1,1)) et
d’angle 27
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Remarque. Notons r; le demi-tour d’axe Rt alors
Tz 0Ty = Ty 0T, Siet seulement x et y sont colinéaires
(auquel cas 7, ory = idg) ou orthogonaux.

Définition. On dit qu’une partie P de 'espace affine
euclidien &€ est un polyédre convexe si P est I’enveloppe
convexe d’un nombre fini de points non coplanaires.

Remarque. En particulier, un polyedre convexe est
compact et d’intérieur non vide.

Proposition. Un polyédre convexe est [lintersection
d’un nombre fini de demi-espaces fermés. Inversement,
toute intersection compacte d’intérieur non vide d’un
nombre fini de demi-espaces fermés est un polyédre
convezxe.

Proposition. Les nombres F de faces, A d’arétes et S
de sommets d’un polyédre convexe vérifient

F-A+S5=2.

Application. Il n’existe pas de polyedre a faces hexa-
gonales.

Définition. On dit qu'un polyedre convexe est régulier
si ses faces sont des polygones réguliers isométriques et
si, en chaque sommet, les figures formées par la réunion
des arétes y aboutissant sont isométriques.

Proposition. 1l y a cing types de polyédres réguliers.

Définition. On appelle groupe d’un polyédre P le
groupe IS;(S ) des isométries positives f de & telles que
i) =P.

Exemple. Le groupe du tétraedre est A4, celui du cube
est Sy, celui de l'icosaeédre est As.

Proposition. Les sous-groupes finis de SO(3) sont iso-
morphes a Z/nZ, D,,, Ay, S4 ou As.

DEVELOPPEMENTS

SO(3) est simple.
Colliers de perles.
Groupe des isométries du cube.

Sous-groupes finis de SO(3).
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