
Algèbre 11 – Idéaux d’un anneau commutatif unitaire. Exemples et
applications.

Soit A un anneau commutatif unitaire et A∗ = A \ {0}.

1. Généralités

Définition. Une partie I de A est un idéal de A si I est
un sous-groupe additif de A tel que ax ∈ I pour tous
a ∈ A et x ∈ I.

Exemple. Les idéaux de Z sont les aZ avec a ∈ N.

Remarque. Si I est un idéal propre de A alors 1 /∈ I ;
il s’ensuit que si A 6= {0} alors A est un corps si et
seulement si ses seuls idéaux sont {0} et A.

Proposition. Soit f : A→ B un morphisme.
(i) J idéal de B ⇒ f−1(J) idéal de A

(ii) I idéal de A et f surjectif ⇒ f(I) idéal de B
(iii) Si f est surjectif alors J 7→ f−1(J) est une bi-

jection entre l’ensemble des idéaux de B et l’en-
semble des idéaux de A contenant ker f .

Proposition. Une intersection d’idéaux est un idéal.

Définition. L’idéal engendré par une partie non vide
X de A est le plus petit idéal de A contenant X
i.e. l’intersection des idéaux de A contenant X.

Remarque. Un idéal engendré par un seul élément x
est dit principal et noté (x) ou Ax. Un idéal engendré
par un nombre fini d’éléments x1, . . . , xk est dit de type
fini et noté (x1, . . . , xk) ou Ax1 + · · ·+Axk.

Définition. L’idéal somme d’une famille (Iλ)λ∈Λ

d’idéaux de A est l’idéal
∑
λ∈Λ

Iλ engendré par
⋃
λ∈Λ

Iλ.

Ses éléments sont les sommes finies d’éléments des Iλ.

Définition et proposition. L’idéal produit IJ de deux

idéaux I et J de A est {
k∑
i=1

xiyi ; xi ∈ I, yi ∈ J}.

Remarque. En revanche {xy;x ∈ I, y ∈ J} n’est pas
nécessairement un idéal de A ; prendre par exemple l’an-
neau A = R[X,Y ], I = (X) et J = (Y ).

Proposition. Si I est un idéal de A alors le groupe
quotient A/I est muni d’une structure d’anneau en po-
sant x · y = xy.

Définition. Soit I un idéal de A.
(i) On dit que I est maximal s’il n’existe pas d’idéal

J de A tel que I $ J $ A.
(ii) On dit que I est premier si pour tous x, y ∈ A

tels que xy ∈ A, on a x ∈ A ou y ∈ A.

Proposition. Soit I un idéal de A.
(i) I maximal ⇐⇒ A/I corps

(ii) I premier ⇐⇒ A/I intègre
Un idéal maximal est donc premier.

Exemple. Z/aZ corps ⇐⇒ a est premier

Lemme de Krull. Tout idéal de A est contenu dans
un idéal maximal.

2. Anneaux noethériens et principaux

Définition. Un anneau principal est un anneau intègre
dont tout idéal est principal

Exemple. Z est un anneau principal.

Exemple. A[X] principal ⇐⇒ A corps

Exemple. Pour que A intègre soit principal il suffit que
A soit euclidien i.e. qu’il existe v : A∗ → N vérifiant

∀a, b ∈ A∗,∃q, r ∈ A/a = bq + r et v(r) < v(b).

Proposition. Tout idéal premier non nul d’un anneau
principal est maximal.

Application. Idéaux premiers de k[X,Y ].

Définition et proposition. On dit que A est
noethérien si A vérifie les conditions équivalentes :

(i) tout idéal est de type fini,

(ii) toute suite croissante d’idéaux est stationnaire,

(iii) toute famille non vide d’idéaux admet un
élément maximal.

Exemple. Un anneau principal est noethérien.

Exemple. H(C) n’est pas noethérien puisque(
sin

z

2

)
$
(

sin
z

22

)
$ · · · $

(
sin

z

2n
)

$ · · ·

Proposition. A noethérien ⇒ A[X1, . . . , Xn]
noethérien

Remarque. A[X1, X2, . . . , Xn, . . .] n’est pas
noethérien.

Corollaire. Une algèbre de type fini sur un anneau
noethérien est un anneau noethérien.

Exemple. Un anneau d’entiers de corps de nombres est
noethérien.

Exemple. k[X2, X3] est noethérien.

Théorème de Cohen. Si tout idéal premier de A est
de type fini alors A est noethérien.

Application. A[[X]] est noethérien.

3. Divisibilité et factorisation

On suppose A est intègre de corps K.
Définition. Si a, b ∈ A vérifient (a) + (b) = (d), on dit
que d est un pgcd de a et b.
Si a, b ∈ A vérifient (a) ∩ (b) = (c), on dit que c est un
ppcm de a et b.

Remarque. Si a et b admettent un ppcm alors ils
admettent un pgcd ; par exemple, dans Z[

√
−5], 3 et

2 +
√
−5 admettent 1 pour pgcd mais n’admettent pas

de ppcm.



Définition et proposition. On dit que A un anneau
à pgcd si A vérifie les conditions équivalentes suivantes

(i) tout couple d’éléments de A admet un pcgd,
(ii) tout couple d’éléments de A admet un ppcm,

(iii) tout élément irréductible est premier.

Définition. On dit que A est un anneau
(i) atomique si tout élément non nul non inversible

se factorise en produit d’éléments irréductibles
de A,

(ii) factoriel si de plus la factorisation est unique,
(iii) semi-factoriel si A est atomique et la lon-

gueur des factorisations d’un élément ne dépend
que de l’élément, i.e. toute égalité π1 . . . πr =
τ1 . . . τs, avec les πi, τj irréductibles, implique
r = s.

Exemple. Un anneau noethérien est atomique.

Exemple. Un anneau atomique à pgcd est factoriel.

Exemple. k[X2, X3] est atomique non semi-factoriel.

Définition. Un idéal fractionnaire de A est un sous-A-
module de K tel qu’il existe a ∈ A∗ vérifiant I ⊂ 1

aA.

On définit les opérations sur les idéaux fractionnaires de
la même façon que pour les idéaux de A.

Définition. On dit qu’un idéal fractionnaire I est in-
versible s’il existe un idéal fractionnaire J tel que IJ =
A ; on note alors I−1 sont inverse.

Exemple. Si I = Ax alors I−1 = Ax−1.

Remarque. La multiplication d’idéaux fractionnaires
est une loi de monöıde associatif d’élément neutre A.

Définition et proposition. On dit que A est un an-
neau de Dedekind si A vérifie les conditions équivalentes
suivantes :

(i) A est intégralement clos, noethérien et tout
idéal premier non nul est maximal

(ii) tout idéal fractionnaire de A est inversible
(iii) tout idéal fractionnaire I s’écrit de façon unique

I = pα1
1 · · · pαk

k avec les pi premiers et αi ∈ Z.

Exemple. A principal ⇒ A de Dedekind.

Exemple. Un anneau d’entiers de corps de nombres est
un anneau de Dedekind.

Définition. Le groupe des classes d’idéaux d’un anneau
de Dedekind A est le quotient Cl(A) du groupe (abélien)
des idéaux fractionnaires par le sous-groupe des idéaux
principaux.

Proposition. Si A est de Dedekind alors

A principal ⇐⇒ A factoriel ⇐⇒ |Cl(A)| = 1.

Lemme. Soit p1, . . . , pr des idéaux premiers de A tels
que p1 · · · pr = Aπ alors π est irréductible si et seule-
ment s’il n’existe par de sous-produit strict pi1 · · · pis
principal.

Lemme. Soit p un idéal premier de A dont la classe
p est d’ordre r dans Cl(A) alors on a pr = Aπ avec π
irréductible.

Théorème de Carlitz. Soit A un anneau de Dede-
kind dont le groupe des classes d’idéaux Cl(A) est fini
et tel que toute classe non nulle contienne des idéaux
premiers. Alors A est semi-factoriel si et seulement si
|Cl(A)| ≤ 2.

Remarque. Les hypothèses du théorème de Carlitz
sont vérifiées par les anneaux d’entiers de corps de
nombres.

4. Quelques applications

4.1. En arithmétique.

Définition. L’anneau des entiers de Gauss est l’anneau
Z[i] des entiers du corps Q(i) i.e. un entier de Gauss est
un élément z ∈ C de la forme z = a+ ib avec a, b ∈ Z.

Proposition. Z[i] est un anneau euclidien dont les
éléments inversibles sont ±1,±i.

Proposition. Un nombre premier p ∈ N est
irréductible dans Z[i] si et seulement p = a2 + b2 avec
a, b ∈ N.

Application. Un nombre premier p ∈ N sécrit p =
a2 + b2, avec a, b ∈ N, si et seulement si p = 2 ou p ≡ 1
(mod 4).

Remarque. Si n ≥ 2 sécrit n = pα1
1 · · · pαk

k alors n est
somme de deux carrés si et seulement si αi est pair dès
que p ≡ 3 (mod 4).

4.2. En algèbre linéaire. On note k = R ou C et on
considère un k-espace vectoriel E de dimension finie. Si
f ∈ L(E) alors l’idéal If = {P ∈ k[X];P (f) = 0} de
k[X] est principal et non réduit à {0}.

Définition. On appelle polynôme minimal de f le po-
lynôme unitaire µf qui engendre If .

Proposition. f ∈ L(E) est diagonalisable si et seule-
ment si µf est scindé à racines simples.

Définition. On dit que f est semi-simple si pour
tout sous-espace F de E stable par f , il existe un
supplémentaire S de F stable par f .

Une matrice M ∈Mn(k) est dite semi-simple si l’endo-
morphisme x 7→Mx est semi-simple.

Proposition. f est semi-simple si et seulement si µf
est un produit de polynôme irréductibles unitaires deux
à deux distincts

Corollaire. Si k est algébriquement clos alors f est
semi-simple si et seulement si f est diagonalisable.

Proposition. Soit M ∈Mn(R).

(i) M est semi-simple si et seulement si M est dia-
gonalisable dans Mn(C).

(ii) Si M ∈ Mn(R) est semi-simple alors il existe

P ∈ GLn(R) tel que tPMP =
[
D 0
0 B

]
avec

D diagonale et B constituée de blocs de la forme[
α −β
β α

]
centrés sur sa diagonale principale.



Développements

Idéaux premiers de K[X,Y ].

Théorème de Carlitz.

Endomorphismes semi-simples.
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