
Le�con d'agr�egation�Equations diophantiennes du premier degr�eax + by = c. Exemples d'�equations de degr�esup�erieur.Nicolas Lim1 D�e�nitionOn appelle �equation diophantienne une �equation du type f(x1; :::; xn) = 0 o�u(x1; :::; xn) 2 Zn. On se contentera ici de traiter le cas o�u f est un polynôme deZ[X].Exemples : x+ y, x2 + y2...2 Cas des �equation du premier degr�eTh�eor�eme : L'�equation diophantienne ax + by = c admet une solution si etseulement si d = a ^ b divise c. De plus si (x0; y0) est une solution, l'ensemble desolution est f(x0 + t bd ; y0 � tad ); t 2 Zg.Th�eor�eme : L'�equation diophantienne a1x1 + ::: + anxn = c admet une so-lution si et seulement si d = a1 ^ :::xn divise c. Il �existe alors une matrice Atelle que l'ensemble des solotuitions soit l'image par A des n-uplet de la forme(1; t1; :::; tn�1) 2 Zn.On peut se poser la question de savoir si plusieurs �equations diophantiennes onune solution commune dans un domaine �x�e de Zn. C'est ce qu'on fait dans le casde l'�exercice suivant :On se donne 2n � 1 points (Ai)dans Zn montrer que l'on peut trouver un autrepoint A de Zn tel que aucun segment [Ai; A] ne rencontre Zn en aucun autre pointque ses extr�emit�es.3 Exemples d'�equations de degr�e sup�erieur3.1 L'�equation de FermatFermat pr�etendait avoir montrer qu'il n'�existait pas de solution non triviale �al'�equation diophantienne xn + yn = zn si n � 3. On peut le d�emontrer dans le caso�u n est de la forme 4m (pour m � 1).Lemme : Toute solution de x2+ y2 = z2 est de la forme (t(a2� b2); 2tab; t(a2+b2)) ou (2tab; t(a2 � b2); t(a2 + b2)) o�u a et b n'ont pas la même parit�e.Th�eor�eme: L'�equation diophantienne xn+yn = zn o�u n est de la forme 4m n'apas d'autre solution que x = z et y = z. 1



3.2 Equations quadratiques3.2.1 De�nitionsSoit q(x; y) = ax2+bxy+cy2 une forme quadratique �a coe�cients entiers, on ditque n est repr�esentable par q s'il est dans son image. On dit qu'il est premi�erementrepr�esentable si n = q(x; y) avec x ^ y = 1.On appelle discriminant de q l'entier d = b2 � 4ac.On dit que q et q0 sont �equivalentes s'il �existe f 2 SL(2;Z) telle que q = q0of .On dit que [a; b; c] est r�eduite si :�jaj < b � jaj < jcjou si jaj = jcj : 0 � jbj � jaj = jcj3.2.2 Th�eor�emesToute classe d'�equivalence contient une forme r�eduite.Un entier n est premi�erement repr�esentable par [a; b; c] ssi il �existe une forme[n; b0; c0] �equivalente �a [a; b; c].Si n est non nul est premi�erement repr�esentable par une forme de discriminantd ssi d est un carr�e dans Z=4jnjZ.3.2.3 ExempleUn entier est somme de deux carr�es ssi tous ses facteurs premiers congrus �a 3modulo 4 ont une valuation paire.3.3 Somme de 4 carr�esTout entiers positif est somme de 4 carr�es.Lemme : Construction du corps des quaternions sur Q.De�nition : On appelle entier du corps des quaternions tout �element de la forme(a; b; c; d) 2 Z4 ou de la forme (a; b; c; d) 2 ( 12 + Z)4. On note cet ensemnble H .De�nition : On appelle norme r�eduite de (a; b; c; d) le nombre a2+ b2+ c2+ d2.Lemme : Tout id�eal de H est principal.On travail dans H pour prouver le th�eor�eme des 4 carr�es.R�ef�erencesHunter, Number theorySamuel, Th�eorie des nombres
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