Déterminant. Applications en algebre et en géométrie.

Par Nicolas Lanchier !

1 Propriétés classiques et régles de calcul.
Dans toute la suite, K est un corps commutatif et £ un K-espace vectoriel de dimension n.

DEFINITION 1.1 — Une forme n-linéaire f € L,(FE) est dite alternée si f(z1, x2, ..., T,) = 0
des que x; = x; pour un ¢ # j. [2], Sect. 3.5

THEOREME 1.2 — L’ensemble des formes n-linéaires alternées sur E est un K-espace vectoriel

de dimension 1. De plus, étant donnée une base B de F, il existe une et une seule forme n-linéaire
alternée prenant la valeur 1 sur B. On 'appelle déterminant dans la base B et on la note det 3.

PROPOSITION 1.3 — Sizy, 22, ..., xn € E avec ©; = (%1, Ti2, ..., Tin) alors

det(z1, 22, ..., T,) = Z €(0) T1,0(1) T2,0(2) """ Tn,o(n)
UEGn

ou (o) désigne la signature de la permutation o. [2], Sect. 3.5

PROPOSITION 1.4 — Pour tout n-uplet de vecteurs (z1, 2, ..., ©,) € E", les assertions sui-
vantes sont équivalentes

1. les vecteurs x1, xo, ..., T, forment une famille liée;

2. pour toute base B de E, detp(z1, 2, ..., n) =0;

3. il existe une base B de F telle que detg(x1, za, ..., x,) = 0. [2], Sect. 3.5
DEFINITION 1.5 — Soient f une application linéaire et B = (eq, €3, ..., €,) une base de E. Alors
le scalaire det(f(e1), f(ez2), ..., f(en)) ne dépend pas du choix B; on I'appelle déterminant de f.

PROPOSITION 1.6 — Pour toutes applications linéaires f et g, det(f - g) = det(f) x det(g). De
plus, f est inversible si et seulement si det(f) # 0 et dans ce cas det(f~1) = (det f)~1.

PROPOSITION 1.7 (DEVELOPPEMENT SELON UNE LIGNE OU UNE COLONNE) — Soient A = (a; ;)
une matrice et A; ; les cofacteurs des éléments de A. Alors

1. développement selon la i-ieme ligne : det A =a; 1 Aig +aioAio+ -+ ainAin

2. développement selon la j-ieme colonne : det A = aq ; A1 j +agj Ao+ 4 anj An .

2 Applications en algebre.

THEOREME 2.1 (SYSTEME DE CRAMER) — Solent A = (a;;)1<i j<n Une matrice carrée, B =
(bi)1<i<n €t X = (x;)1<i<n deux vecteurs colonnes. Le systeéme linéaire AX = B admet une
unique solution X si et seulement si det A # 0. Dans ce cas, le vecteur X est donné par

det(Ala R Ai—17 87 A’L+1a Y An)
det A

Ty =

DEFINITION 2.2 — Soit A la matrice d'une application linéaire f € L(E). On appelle polynome
caractéristique de A le polynéme P4(X) = det(A — X -id). [2], Sect. 4.1

1 Tout usage commercial, en partie ou en totalité, de ce document est soumis & ’autorisation explicite de I’auteur.



THEOREME 2.3 (CAYLEY-HAMILTON) — Soit P le polynéme caractéristique d’une application
linéaire f € L(E). Alors P(f) = 0. [2], Sect. 4.2

THEOREME 2.4 — Pour tout r € N, posons I',, = { P € C[X]; deg P = r }. Alors pour tous n,
m > 1, il existe une application continue R : T';, xT',;, — C appelée résultant telle que R(P, Q) # 0
si et seulement si P et () sont premiers entre-eux. [2], Sect. 1.4

APPLICATION 2.5 — Soit D I'ensemble des matrices diagonalisables de M,,(C). L’intérieur de D
est ensemble des matrices dont les valeurs propres sont toutes distinctes. [2], Sect. 4.5

3 Applications en géométrie.

DEFINITION 3.1 — L’espace vectoriel A" E* des formes multilinéaires alternées de degré n sur E
est de dimension 1. En particulier, A" E* — {0} admet exactement deux composantes connexes. On
appelle orientation de F le choix de 'une de ces composantes O. Une base B = (eq, ea, ..., €5,)
de E est dite directe si pour tout w € O, w(eq, ea, ..., e,) > 0. [1], Sect. 2.7

PROPOSITION 3.2 — Soit X un espace affine de dimension 3 et a, b, ¢ € X des points non alignés.
L’équation du plan passant P passant par a, b, c est alors donnée par

r1—ar bi—a1 c—am
To — Q2 bg—ag Coy — a2 =0
z3—a3 bz3—a3 c3—as

[4], Sect. 5.4

THEOREME 3.3 (INEGALITE D’HADAMARD) — Les vecteurs colonnes X, X, ..., X,, d'une ma-
trice M a coefficients dans C vérifient

[det M| < [[ Xyl - [[Xall - | Xn

De plus, si pour tout 1 < i < n, X; # 0, 'inégalité précédente est une égalité si et seulement si la
famille (X1, Xa, ..., X,) est orthogonale. [2], Sect. 5.3

THEOREME 3.4 — Soient F un espace préhilbertien, V un sous-espace de E, (ey, €, ..., €,) une
base de V et x € E. Alors la distance d de x & V est donnée par
2 - Gle, ea, ..., e, )
G(ey, ea, ..., €p)

ou lapplication G désigne le déterminant de Gram. [2], Sect. 5.3

APPLICATION 3.5 (MUNTZ) — Soient C([0,1],R) I’espace des fonctions continues de [0, 1] dans
R et ayy, m > 0, une suite strictement croissante a valeurs positives. Alors, 'espace vectoriel

E = vect(fu(z)=2%;n>0)

est dense dans C([0,1],R) pour la norme || - || 22 si et seulement si la série de terme générale o,

diverge. [3], Sect. 4.6
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