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1 Introduction.

Dans toute la suite, K est un coprs commutatif et E un K-espace vectoriel de dimension finie.

Définition 1.1 — Soit f ∈ L(E) une application linéaire. Un élément λ ∈ K est appelé valeur
propre de l’endomorphisme f si det(f − λ · id) = 0. [1], Sect. 4.1

Définition 1.2 — Un vecteur x ∈ E est appelé vecteur propre de f associé à la valeur propre
λ si f(x) = λ · x. [1], Sect. 4.1

Proposition 1.3 — Si λ est une valeur propre de f l’ensemble Eλ = Ker(f − λ · id) est un
sous-espace vectoriel de E stable par f appelé sous-espace propre de f associé à la valeur propre
λ. [1], Sect. 4.1

Définition 1.4 — Soit A la matrice d’une application linéaire f ∈ L(E). On appelle polynôme
caractéristique de A le polynôme PA(X) = det(A−X · id). [1], Sect. 4.1

Proposition 1.5 — Il existe un unique polynôme P ∈ K[X] unitaire et de degré minimal tel
que P (A) = 0. Un tel polynôme est appelé polynôme minimal de la matrice A. [1], Sect. 4.2

2 Diagonalisation et trigonalisation.

Définition 2.1 — Une matrice A est dite diagonalisable (resp. trigonalisable) si elle est sem-
blable à une matrice diagonale (resp. triangulaire). [1], Sect. 4.1

Définition 2.2 — Un endomorphisme f ∈ L(E) est diagonalisable (resp. trigonalisable) si sa
matrice dans une base quelconque de E est diagonalisable (resp. trigonalisable). [1], Sect. 4.1

Théorème 2.3 — Pour tout endomorphisme f ∈ L(E), les propriétés suivantes sont équivalentes :

1. f est diagonalisable ;

2. Pf est scindé sur K, et pour toute racine λ de Pf , l’ordre de multiplicité de λ = dimEλ ;

3. Il existe des valeurs propres λ1, λ2, . . . , λr telles que E = Eλ1
⊕ Eλ2

⊕ · · · ⊕ Eλr .

[1], Sect. 4.1

Théorème 2.4 — Un endomorphisme f ∈ L(E) est diagonalisable si et seulement si son po-
lynôme minimal est scindé à racines simples. [1], Sect. 4.2

Théorème 2.5 — Un endomorphisme f ∈ L(E) est trigonalisable si et seulement si son po-
lynôme caractéristique est scindé sur K. [1], Sect. 4.1

Théorème 2.6 — Pour tout r ∈ N, posons Γr = {P ∈ C[X] ; degP = r }. Alors pour tous n,
m ≥ 1, il existe une application continue R : Γn×Γm −→ C appelée résultant telle que R(P,Q) 6= 0
si et seulement si P et Q sont premiers entre-eux. [1], Sect. 1.4

Application 2.7 — Soit D l’ensemble des matrices diagonalisables de Mn(C). L’intérieur de D
est l’ensemble des matrices dont les valeurs propres sont toutes distinctes. [1], Sect. 4.5

Théorème 2.8 — Soient f et g deux endomorphismes diagonalisables (resp. trigonalisables). Si
f et g commutent alors ils sont codiagonalisables (resp. cotrigonalisables), i.e. il existe une base
commune de diagonalisation (resp. de trigonalisation) de f et g. [1], Sect. 4.1
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3 Décomposition de Dunford et réduction de Frobenius.

Théorème 3.1 (décomposition de Dunford) — Soit f ∈ L(E) un endomorphisme dont le
polynôme caractéristique est scindé sur K. Alors il existe un couple (d, n) d’endomorphismes de
E avec d diagonalisable, n nilpotent et tels que

1. f = d+ n ;

2. d · n = n · d. [1], Sect. 4.4

Définition 3.2 — Un endomorphisme f ∈ L(E) est dit cyclique s’il existe x ∈ E tel que
E = {P (f)(x) ; P ∈ K[X] }. [1], annexe B.1

Théorème 3.3 — Etant donné f ∈ L(E), il existe une suite F1, F2, · · · , Fr de sous-espaces
vectoriels de E stables par f et tels que

1. E = F1 ⊕ F2 ⊕ · · · ⊕ Fr

2. Pour tout 1 ≤ i ≤ r, la restriction fi de f à Fi est un endomorphisme cyclique de Fi

3. Si Pi désigne le polynôme minimal de fi alors pour tout 1 ≤ i ≤ r, Pi+1 divise Pi

De plus, la suite P1, P2, · · · , Pr ne dépend que de f et non du choix de la décomposition ; on
l’appelle suite des invariants de similitude de f . [1], Sect. B.1

Définition 3.4 — Soit P (X) = Xn + an−1X
n−1 + · · · + a1X + a0. On appelle matrice

compagnon du polynôme P la matrice

C(P ) =




0 · · · · · · 0 − a0

1 0
... − a1

0 1
. . .

...
...

...
. . .

. . . 0 − an−2

0 · · · 0 1 − an−1




Théorème 3.5 (réduction de Frobenius) — Notons P1, P2, · · · , Pr la suite des invariants
de similitude de f ∈ L(E) et pour tout 1 ≤ i ≤ r, C(Pi) la matrice compagnon de Pi. Alors il
existe une base de E dans laquelle la matrice de f est donnée par

A =



C(P1) 0

. . .

0 C(Pr)




[1], Sect. B.1
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