Algebre 01  —

On note E et F des ensembles non vides. La notation
[1, k] désigne les entiers 1 < j < k.

’ 1. QUELQUES OUTILS DE DENOMBREMENT

1.1. Les principes fondamentaux.

Principe d’égalité. S’il existe une bijection de F sur
F alors Card(F) = Card(F).

Application. Définition de la dimension d'un espace
vectoriel.

Application. Il y a autant de sous-ensembles de E de
cardinal pair que de cardinal impair.

. . . . . +1
Application. Si p > 3 est premier alors il y a 25~

carrés dans IF,. On en déduit :
— —lcarrédeF, <= p=1 (mod 4)

p—1 sip=1 (mod 4
— Card(SO»(Fyp)) { p+1 sip=3 Emod 4;

Application.
Card(GL(Fg)) = (¢" = 1)(¢" —q) -+ (¢" — ¢

Théoréme de récurrence. Soit P(n) une propriété
dépendant de Uentier n > 0. Si P(ng) est vraie et si 'im-
plication “P(n) = P(n+1)” est vraie pour tout n > ng
alors la propriété P(n) est vraie pour tout n > ng.

Principe d’addition. Si (F1,...
k
de E alors Card(E) = > Card(E;).

i=1

n—l)

, E}) est une partition

Formule du crible. Si Ay, ...,

Card <Q Az-) = >

DAIC[1,k]
Application. Soit n > 1 et py,...,px les nombres pre-
miers inférieurs a n. La probabilité pour que deux en-
tiers de {1,...,n} soient premiers entre eux est

1 n 2
1- — -1 Card([)+1E () )
n? Z 1) [Licrpi

0AIC[1,k]

Ay sont finis alors

(_1)Card(1)+1card <m Az) )

el

Principe de multiplication.
Card(E x F') = Card(F) x Card(F)

Principe des tiroirs. Si Card(E) > Card(F') alors il
n’existe pas d’injection de E dans F'.

1.2. Cardinaux de référence. On pose n = Card(E).

Définition. Une p-liste de E est un élément
(x1,...,2p) de EP i.e. correspond & une application
[1,p] — E.

Proposition. Le nombre de p-listes de E est nP.

Définition. Un p-arrangement de E est une p-liste
(x1,...,2p) € EP d’éléments deux a deux distincts
i.e. correspond & une application injective [1,p] — E.

Proposition. Le nombre de p-arrangements de E est
le nombre noté AP défini par AP = 0 pour p > n et
AP = 2 pour 0 < p < n.

n—p)!

n:(

Méthodes combinatoires. Problémes de dénombrement

Définition. Une permutation de FE est un n-
arrangement de E i.e. correspond a une application bi-
jective [1,p] — E. On note S(E) l'ensemble des permu-
tations de E.

Proposition. Card(S(E)) = n!

Définition. Une p-combinaison de E est une partie a
p éléments de FE.
On note C? le nombre de p-combinaisons de E.

Proposition. On a C? =0 pourp > n et

n!

Vpe[0,n], Ch = ————= =Cp?=Chi —Chh.
[ ] ! (n p) +1
Application. Si p < n, alors le nombre de surjection
1, k]—>EestZ 1)PCP (n — p)*.
p=0

1.3. Quelques exemples.

Formule du binéme de Newton. Soit A un anneau
et a,b € A tels que ab = ba alors, pour toutn >0, on a
n
(a+b)" =Y CEakpn—F,
k=0
Si P est une probabilité sur E alors les événements

élémentaires sont équiprobables i.e. P(A) = gz:ggg;

Exemple. On lance un dé équilibré, la probabilité que
le nombre lu soit pair est de % et qu’il soit > 3 est de %

Exemple. Un candidat est élu a un scrutin par a suf-
frages contre b pour son adversaire (et il n'y a ni nul,
ni blanc). La probabilité qu’il ait gardé la majorité tout

a+b
Exemples d’algorithmes. Dans la methode de Gauss,
ilyaZ%- n

additions, o multiplications et " divisions.
Dans la méthode de Choleski, il y a %3 addltlons, o

2
6

. . . 2 . . . . ’
multiplications, %5 divisions et n racines carrées.

’ 2. UTILISATION DE FONCTIONS MULTIPLICATIVES

Définition. Une fonction f : N* — C est dite multipli-
cative si f(mn) = f(m)f(n) pour m An = 1.

Définition. On définit 1’indicatrice d’Euler ¢ en po-
sant, pour tout n > 2, ¢(n) = Card{k € [L,n;n Ak =

1}.

Proposition. Soit n > 1, alors
- ¢(n) = Card U(Z/nZ) = Card Aut(Z/nZ)

-n=)_¢(d)
d|n
- Sin=p 1%1)

o(e(n)) pour tout

—pp® alors p(n) = n(l — p%)(l -

De plus lim sup M
n—-+4oo n

6> 0.

=1etn'% =

Définition. La fonction de Mobius est définie sur N*
par u(1) = 1, p(n) = 0 si n a un facteur carré et
plgr---gr) = (—1)" siles g; sont des premiers distincts.



Proposition (formule d’inversion). Soit f, g deux fonc-
tions définies sur N* et a valeurs dans un groupe additif
G, on a alors équivalence entre

@) S = S o(d) , vn 21
(i) g(n) = Y1 (3) F(d) = X p(d)f (3) . ¥n>1

d|n d|n
Application. VYn > 2, p(n) = Zu (%) d
d|n

Application. La probabilité pour que deux entiers de
. ) 1 & n 2
[1,n] soient premiers entre eux est 3 dz_:l,u(d)E (3>

et tend vers % lorsque n tend vers l'infini.

Application. Soit p un nombre premier et f > 1, on
note ¢ = p/ et II(n, ¢) le nombre de polynomes unitaires
de degré n irréductibles sur F, alors

1 n n/2
= (= +o(22).

Application. Soit n > 3, il y a %cp(n) polygones
réguliers (convexes ou croisés) & n cotés inscrits dans
le cercle trigonométrique tels que 1 soit un sommet.

Proposition (formule d’inversion multiplicative). Soit
f, g deux fonctions définies sur N* et a valeurs dans un
groupe multiplicatif G, on a alors équivalence entre

(i) f(n) =}|_Ig(d) . Vn>1
(id) g(n) = T F(@*(3) = [T £ (2)"D | vn=>1

d|n d|n
Application. Le produit des polynomes unitaires de
degré n irréductibles sur [y est

H(qu — )ynn/d) = H(T‘I"/d — )M,

d|n d|n

’ 3. UTILISATION DE LA THEORIE DES GROUPES

3.1. Utilisation d’une partie génératrice en

algébre commutative. Soit A un anneau d’entiers de

corps de nombres, on rappelle que :

— A est un anneau de Dedekind

— le groupe des classes d’idéaux C(A) est le quotient du
groupe abélien des idéaux fractionnaires par le sous-
groupe des idéaux fractionnaires principaux

— C(A) est fini et toute classe non nulle “contient” des
idéaux premiers

Lemme. Soit py,...,p, des idéaux premiers de A tels
que py---p. = Am alors w est irréductible si et seule-
ment s’il n'existe par de sous-produit strict p;, ---pi.
principal.

Lemme. Soit p un idéal premier de A dont la classe
p est d’ordre r dans C(A) alors on a p" = Am avec T
irréductible dans A.

Définition. On dit que A est un anneau semi-factoriel
si la longueur des factorisations d’un élément ne dépend
que de 1’élément i.e. toute égalité du type m1...m,. =
T1...Ts, OU les m;, 7; sont irréductibles dans A, implique
r=Ss.

Théoréme de Carlitz. A est semi-factoriel si et seule-
ment si Card(C(4)) < 2.

3.2. Utilisation d’une partie génératrice
géométrie. On rappelle que

— SO(3) est engendré par les demi-tours

— les demi-tours sont conjugués dans SO(3)

en

Application. SO(3) est simple.

3.3. Utilisation d’actions de groupes. On suppose
que G est un groupe agissant sur ’ensemble E, on note
O1,...,0f les orbites pour cette action, x1,...,Z; un
systéme de représentants et Fix(g) = {x € E;g-x = x}.

Equation aux classes.
k

k
Card(F) = Z Card(0;) = Car?dz(i;ia(f()m»))
i=1 i=1 ‘

Formule de Burnside-Frobenius.

1 :
k= Card(G) g;; Card(Fix(g))

(0%

Application (théoreémes de Sylow). Si Card(G) = p
avec p est premier ne divisant pas m alors

m

(i) G admet un p-sous-groupe de Sylow
(74) tout les p-sous-groupes de Sylow sont conjugués

(34) le nombre n,, de p-sous-groupes de Sylow divise
m et est congru a 1 modulo p

Application (collier de perles). Si on dispose d’un fil
circulaire, de 4 perles bleues, de 3 perles blanches et de
2 perles rouges, combien de colliers différents peut-on
faire avec ce matériel 7

Application (sous-groupes finis de SO(3)). Si G est
un sous-groupe d’ordre n > 2 de SO(3) alors G est iso-
morphe a I'un des groupes Z/nZ, D,, /5, A4, S4 ou As.

DEVELOPPEMENTS

Théorémes de Carlitz.
Sous-groupes finis de SO(3).

Nombre de polynémes irréductibles unitaires de
Fq[T].

Probabilité pour que deux entiers soient pre-
miers entre eux.
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