Espaces de fonctions. Exemples et applications.

Par Nicolas Lanchier !

1 L’espace L(E,F) des applications linéaires.

PROPOSITION 1.1 — Soit f € L(E, F). Alors les conditions suivantes sont équivalentes :
1. f est continue sur F ;
2. f est continue en 0;
3. il existe une constante M > 0 telle que pour tout « € E, || f(z)||r < ||z 5;
4. f est lipschitzienne. [3], Sect. 1.5

PROPOSITION 1.2 — Si F est un espace de Banach alors 'espace L(E,F') des applications
linéaires continues de FE dans F est un espace de Banach. [3], Sect. 1.5

THEOREME 1.3 (BANACH-STEINHAUS) — Soient F un espace de Banach, F' un espace vectoriel
normé et (7;);c; une famille d’applications linéaires continues de E dans F'. Alors on a lalternative
suivante :

1. ou bien sup;c; | T; || < +o0;

2. ou bien sup;¢; || T;(2) ||= 400 pour tout  dans & un G5 dense dans E. [4], Sect. 5.2

THEOREME 1.4 (THEOREME DE L’APPLICATION OUVERTE) — Soient F et F' deux espaces de
Banach, T : E — F une application linéaire continue et surjective. Alors il existe C' > 0 telle que
Br(0,C) C T(Bg(0,1)). En particulier, T est une application ouverte. [1], Sect. 2.3

THEOREME 1.5 (BANACH) — Soient E et F' deux espaces de Banach, T': E — F une applica-
tion linéaire continue et bijective. Alors T est un homéomorphisme. [1], Sect. 2.3

THEOREME 1.6 (THEOREME DU GRAPHE FERME) — Soient F et F' deux espaces de Banach.
Une application linéaire T' : E — F est continue si et seulement si son graphe est fermé dans
E x F. [1], Sect. 2.3

2 L’espace C(X,Y) des fonctions continues.

PROPOSITION 2.1 — Si X est un espace compact, 'espace C(X,R) des fonctions continues sur
X a valeurs réelles est un espace de Banach.

PROPOSITION 2.2 — L’ensemble des fonctions continues sur [0, 1] nulle part dérivables est dense
dans l’espace des fonctions continues. [3], annexe A

THEOREME 2.3 (WEIERSTRASS) — L’espace des polyndmes est dense dans 1’espace des fonctions
continues définies sur [0,1] & valeurs dans C. [3], Sect. 4.6

THEOREME 2.4 — Pour tout a > 1, notons f, la fonction définie par

falz) = L x €10,1]

r—a

Soit (ay,)n>0 une suite de réels strictement supérieurs & 1 et de limite 4+ co. Alors I'espace vectoriel
V = vect(fa, , n > 0) est dense dans C([0, 1], R). [2], Sect. 2.1
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DEFINITION 2.5 — Soient (X, dx) et (Y,dy) deux espaces métriques. Une partie F C C(X,Y)
est dite équicontinue si pour tout € > 0, il existe 7 > 0 tel que

VfeF VuayelX, dx(z,y) <n = dy(f(z),f(y) <e

THEOREME 2.6 (Ascorni) — Soient X et Y deux espaces métriques compacts. Une partie F de
C(X,Y) est équicontinue si et seulement si F est relativement compacte pour la topologie de la
convergence uniforme. [5], Sect. 5.3

THEOREME 2.7 — Soit V' un sous-espace fermé de C([0,1],R), espace vectoriel des fonctions
continues de [0, 1] dans R.

1. Si toute application f € V est de classe C'! alors V est de dimension finie.

2. Si pour tout f € V il existe des constantes a, C' > 0 telles que pour tous z, y € [0, 1],

|f(@) = f(y)| < Cloz—y|*

alors V est de dimension finie. [2], Sect. 2.4
3 L’espace LP(Q2), 1 <p < oo.

THEOREME 3.1 (RIESZ-FISCHER) — Pour tout espace mesuré (,F,u) et tout 1 < p < oo,
LP(Q) est un espace de Banach. [1], Sect. 4.2

THEOREME 3.2 (THEOREME DE REPRESENTATION DE RIESZ) — Pour tout @ € H, notons f, la
forme linéaire définie pour tout = € H par f,(z) = (a-z). Alors 'application ¢ : H — H' définie
par ¢(a) = f, est un isomorphisme, i.e. pour toute forme linéaire f : H — R, il existe un unique
élément a € H tel que pour tout z € H, f(x) = (a- z). [3], Sect. B.1

THEOREME 3.3 — Soit  un ouvert de RY. Alors 'espace C2°(£2) des fonctions C*° & support
compact est dense dans LP(£2) pour 1 < p < 0. [1], Sect. 4.4

THEOREME 3.4 (RIESZ-FRECHET-KOLMOGOROV) — Soit Q un ouvert de R™, w CC 2 une partie
compacte de Q et F un sous-ensemble borné de LP(2), 1 < p < oco. Si pour tout € > 0, il existe
n > 0 tel que

[mnf = fllrey<e  VIhl<n VfeF

alors F est relativement compact dans LP(w). [1], Sect. 4.5
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