Exemples de parties denses et applications.
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1 Exemples de parties denses.

QEFINITION 1.1 — Une partie D d’un espace topologique X est dite dense dans X si sa fermeture
D coincide avec X.

EXEMPLE 1.2 — L’ensemble Q des rationnels est dense dans R pour la topologie usuelle.

EXEMPLE 1.3 — Soit F un K-espace vectoriel de dimension finie, K = R ou C. Alors le groupe
linéaire GL(E) est un ouvert dense de L(E). [6], Sect. 22.4

THEOREME 1.4 (WEIERSTRASS) — L’espace des polynomes est dense dans P'espace des fonctions
continues définies sur [0,1] & valeurs dans C. [4], Sect. 4.6

THEOREME 1.5 (MUNTZ) — Soient C([0, 1], R) I'espace des fonctions continues de [0, 1] dans R
et ay,, n > 0, une suite strictement croissante a valeurs positives. Alors, I'espace vectoriel

E = vect( folx)=2%";n>0)
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est dense dans C([0,1],R) pour la norme || - ||z si et seulement si la série de terme générale «,;
diverge. [4], Sect. 4.6

THEOREME 1.6 — Soit  un ouvert de R™. Alors I'espace C2°(2) des fonctions C™ & support
compact est dense dans LP(€2) pour 1 < p < oo. [1], Sect. 4.4

2 Deux critéres de densité : les théorémes de Hahn-Banach et de Baire.

THEOREME 2.1 (HAHN-BANACH, FORME GEOMETRIQUE) — Soient A et B deux parties dis-
jointes, convexes et non vides d’un espace vectoriel normé E. Si A est fermée et B compacte, il
existe un hyperplan fermé qui sépare A et B au sens strict. [1], Sect. 1.2

COROLLAIRE 2.2 — Soit F' C F un sous-espace vectoriel dense dans E. Alors toute forme linéaire
f: E — R nulle sur F est nulle sur E. [1], Sect. 1.2

APPLICATION 2.3 — Pour tout a > 1, notons f, la fonction définie par

1

falz) = — x €10,1]

Soit (ay,)n>0 une suite de réels strictement supérieurs & 1 et de limite 4+ co. Alors I'espace vectoriel
V = vect(fa, , n > 0) est dense dans C([0, 1], R). [2], Sect. 2.1

PROPOSITION 2.4 — Soient E un espace complet et (F),),>o une suite décroissante de fermés
non vides de E. Si la suite des diametres §(F),) — 0 alors [~ F, est un singleton. [4], Sect. 1.2

THEOREME 2.5 (BAIRE) — Soit E un espace complet. Toute union dénombrable de fermés
d’intérieur vide de E est d’intérieur vide. De fagon équivalente, toute intersection dénombrable
d’ouverts denses est dense. [1], Sect. 2.1

APPLICATION 2.6 — Soit f : R — R une fonction dérivable sur R. Alors ’ensemble des points
de continuité de la fonction dérivée f’ est une partie dense de R. [4], annexe A

1 Tout usage commercial, en partie ou en totalité, de ce document est soumis & ’autorisation explicite de I’auteur.



APPLICATION 2.7 — L’ensemble des fonctions continues sur [0, 1] nulle part dérivables est dense
dans I’espace des fonctions continues. [4], annexe A

THEOREME 2.8 — Soit V' un sous-espace fermé de C([0,1],R), espace vectoriel des fonctions
continues de [0, 1] dans R.

1. Si toute application f € V est de classe C'* alors V est de dimension finie.

2. Si pour tout f € V il existe des constantes o, C' > 0 telles que pour tous z, y € [0, 1],

|f(z) = f(y)] < Clz—y|®

alors V est de dimension finie. [2], Sect. 2.4

THEOREME 2.9 (BANACH-STEINHAUS) — Soient F un espace de Banach, F' un espace vectoriel
normé et (7;);c; une famille d’applications linéaires continues de E dans F'. Alors on a l’alternative
suivante :

1. ou bien sup;¢; || T; || < +o00;
2. ou bien sup;c; || Ti(z) ||= +oo pour tout = dans & un Gs dense dans E. [5], Sect. 5.2

APPLICATION 2.10 — L’ensemble des fonctions f continues 27-périodiques dont la série de Fou-
rier ne converge pas simplement vers f est un Gy dense. [5], Sect. 5.3

3 Utilisation de la densité.

THEOREME 3.1 — Soit X un espace métrique, Y un espace complet, A C X une partie dense
dans X et f: A — Y. Si f est uniformément continue, il existe une unique fonction g : X — Y
uniformément continue et prolongeant f. [4], Sect. 1.2

PROPOSITION 3.2 — L’ensemble des matrices diagonalisables dans M, (C) est dense dans M,,(C).
[3], Sect. 4.3

APPLICATION 3.3 — Pour toute matrice A € M,,(C), notons
Py(X) = ()" (X" + fi(A)X" + -+ fu(A))

son polynéme caractéristique. Soit @ : M, (C) — C, A — Q(A) une fonction polynoémiale en
les coefficients de A. Si pour toutes matrices A, B € M, (C), Q(AB) = Q(BA) alors il existe
FeC[Xy, Xy ... X,] tel que

Q(A) = F(f1(4), f2(4) ... fu(A))

pour toute matrice A. [3], Sect. 4.5
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