Analyse 02 —

1. QUELQUES EXEMPLES DANS R ‘

1.1. Approximation des réels par des rationnels.

Proposition. Sip > 2 et € [0,1] alors il existe
une um'que suite (&n)n>1 dans {0,...,p — 1} telle que

33—2—”

Corollalre. Q est dense dans R.

et avec &, # p—1 pour une infinité d’indices.

Application. L’identité est le seul automorphisme de
corps de R dans R.

1.2. Suites de réels.

Proposition. Les sous-groupes additifs de R sont soit
denses, soit de la forme aZ avec a > 0.

Application. L’ensemble {e*™:n ¢ 7} est dense
dans S! si et seulement si 6 est irrationnel; en parti-
culier, ensemble {sinn;n € Z} est dense dans [—1,1].
On note {z} I'unique réel de [0, 1] tel que z — {z} € Z.
Définition. (x,), est équirépartie modulo 1 si pour
tous 0 < a < b < 1, N(a,b,n) = card{m < n ;a <
{z;} < b} est équivalent & n(b — a) quand n tend vers
Vinfini.
Remarque. Si (x,), est équirépartie modulo 1 alors
les {z,,} sont denses dans [0, 1].
Théoréme. Soit (x,), une suite de réels. Les condi-
tions suivantes sont équivalentes :

(1) (xn)n est équirépartie modulo 1

(i) pour toute fonction 1-périodique Riemann-
n
i 1
intégrable f, fo r)dxr = ll)r_{loo = g::l flxg)
(#i1) pour toute fonction 1—péri0dique continue f,

fo dm = Z f(xy)

hm

(tv) pour tout m € Z non nul, Z eHmMTE — o(n)
k=0

Exemple. Si 6 ¢ Q alors (nf),, est équirépartie.

2. COMPLETUDE ET COMPLETION ‘

2.1. Prolongement uniformément continu.

Théoréme. Si (E,d) est un espace métrique alors il
existe un espace métriqgue complet (F,0) et une appli-
cation isométrique j : E — F tels que j(E) soit dense
dans F'.

Théoréme. Soit f : A — F wune application uni-
formément continue d’une partie dense A d’un espace
métrique (E,d) dans un espace complet (F,¢). Alors il
eziste une unique application continue g : E — F qui
prolonge f ; de plus g est uniformément continue.

Application. Intégrale de Riemann des fonctions
réglées

Application. Transformée de Fourier dans L?(T).

Exemples de parties denses et applications

2.2. Méthodes hilbertiennes.

Définition et proposition. On dit qu’un systeme or-
thonormé (e;);cs est une base hilbertienne d’un espace
de Hilbert H s’il vérifie les conditions équivalentes sui-
vantes :

(1) (ei)ier est un systéme orthonormé maximal,

(%) Vect(e;);cr est dense dans H (on dit que (e;)ier
est totale),

(iid) Vo € H, z =Y (z,e:)e;,

el
(iv) Vo € H, [of* = [(z,e:) [,
el
(v) Va,y € H, (z,y) =Y (x,e:)eiy).
el

Proposition. Un espace de Hilbert est séparable si et
seulement s’il admet une base hilbertienne dénombrable.

Exemple. Les fonctions de Hermite H,, forment une
base hilbertienne de L?(R).

Exemple. La suite (e,),ez définie par e, (t) = ™

est une base hilbertienne de L?(T).

Application (séries de Fourier). Soit (e, ), >0 une suite
orthonormée d’un espace de Hilbert H.

(i) T(n) = (z,e,) est appelé n® coefficient de Fou-
rierde x € H

(1) >_x(n)e, est appelée la série de Fourier de
x € H relativement a la suite (ey,),

(#i1) la suite (e, ), est une base hilbertienne de H
si et seulement si tout x € H est somme de sa
série de Fourier i.e. x = Y Z(n)e,
n>0
Application (Espace de Bergman). L’espace de Berg-
man du disque unité D de C est défini par A%(Q) =
L?(Q ) ﬂ H( ) et est muni du produit scalaire (f,g) =
Jo f(2)g(2)dz. Alors

(l)
(i) en(2) = /™2™ est une base hilbertienne,

1
(i1i) k(¢ 2) = m

2.3. Quelques applications du théoréme de Baire.

2(2) est un espace de Hilbert,

est un noyau reproduisant.

Théoréme de Baire. Si (E,d) est un espace métrique
complet alors toute intersection dénombrable d’ouverts
denses de E est dense dans E.

Application. Soit (F,d) un espace de Banach sur C et
A un opérateur continu de E.

S’il existe X,Y denses dans F et B : Y — Y tels
que pour tous ¢ € X et y € Y on ait A"(z) — 0,
B"(y) — 0 et AB(y) =y, alors il existe w € F tel que
{A"(w),n > 0} soit dense dans E. Cette condition est
vérifiée pour



(1) la dérivation sur H(C),

(ii) Popérateur A de ¢* défini par Aeg = 0 et
Aeiy1 = Xe; pour i > 0, ot A > 1 et (e;)i>0
est une base hilbertienne de E = ¢2.

Application. Si f : R — R est dérivable alors [’ est
continue sur un ensemble dense.

’ 3. APPROXIMATION ET REGULARISATION ‘

3.1. Régularisation.

Proposition. Soit f une application a support compact
définie sur R™.

(i) si f est de classe C* et g est intégrable a support
compact alors fxg est de classe C* et a support
compact

(i) si f est continue et (pp), est une unité ap-
prochée de convolution alors || pn x f — f|l.. — 0
(7it) si f € LP (p < +00) et (pn)n est une unité ap-
prochée de convolution alors |pn x f — f||, — 0

Application. Les fonctions C* a support compact sont
denses dans C* et dans LP pour 1 < p < +00.

Application. Si f € L'(R) alors ftend vers 0 & I'infini.
Application. Si f € L2(R) alors || 2 = I f1l5-
3.2. Approximation polynoémiale.

Théoréme de Stone-Weierstrass. Soit X un espace
compact et A une sous-algébre de C(X,R) telle que : A
sépare les points de X et pour tout x € A il existe f € A
avec f(x) # 0. Alors A est dense dans C(X,R) pour la
topologie de la convergence uniforme.

Application (théoreme de Brouwer). Toute applica-
tion continue de la boule unité fermée de R™ dans elle-
méme admet un point fixe.

Théoréeme de Runge. Soit f une fonction holo-
morphe sur un ouvert  de C et soit A un ensemble
qui a un point dans chaque composante de C \ Q.
(i) On peut approcher [ uniformément sur les com-
pacts par une suite de fractions rationnelles
dont les péles sont dans A.

(73) Si @\Q est connexe alors f est approchable uni-

formément sur les compacts par une suite de po-
lynomes.

Application. Si  est un ouvert de C avec C \ Q

connexe et si f est holomorphe sur ) alors f,y f=0
pour tout chemin fermé ~ dans €.

Théoréeme de Fejer. Soit f € C(T) et on(x) =

N—-1 n
1 S
= nz:% k;nf(k)ezkz alors NEIEOO If—onll. =0.
Application. Si f € C(SY, R) alors il existe une unique
u : B(0,1) — R continue, de classe C? sur B(0, 1) avec
Ujst = f et Au = 0.

Application. La transformation de Fourier dans L?(R)
admet les fonctions de Hermite comme base de vecteurs
propres associées aux valeurs propres {+1, +i}.

3.3. Equicontinuité.

Proposition. Soit D une partie dense d’un espace to-
pologique T et soit H une famille équicontinue d’appli-
cations de T dans C. Alors les topologie de la conver-
gence uniforme sur les compacts de T et la topologie de
la convergence simple sur D coincident sur 'H.

Application. Soit T un espace métrique compact.
Une partie H de de C(T) est relativement compacte si
et seulement si elle est équicontinue et uniformément
bornée.

DEVELOPPEMENTS
Equirépartition modulo 1.
Noyau de Bergman.
Hypercyclicité.

Vecteurs propres de la transformation de Fou-
rier.
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