Utilisation de théorémes de point fixe.

Par Nicolas Lanchier !

1 Théoremes de point fixe.

DEFINITION 1.1 — On appelle point fixe de f : X — X tout élément A € X tel que f(\) = \.

THEOREME 1.2 (POINT FIXE) — Soient X un espace complet et f : X — X une application
contractante. Alors f admet un unique point fixe. [4], Sect. 1.2

THEOREME 1.3 — Soient X un espace complet et f : X — X une application. S’il existe un
entier r > 1 telle que la composée f" soit contractante alors f admet un unique point fixe. [4],
Sect. 1.2

THEOREME 1.4 — Soit (X, d) un espace métrique compact. Si pour tous z, y € X, z # vy,
d(f(x), f(y)) < d(z,y) alors f admet un unique point fixe A € X. De plus, la suite (2, )n>0 C X
définie par la relation de récurrence x,4+1 = f(x,) converge vers \. [4], Sect. 1.3

2 Applications des théorémes de point fixe en analyse.

THEOREME 2.1 (INVERSION LOCALE) — Soient F et F' deux espaces de Banach, € un ouvert
de E et f: Q) — F une application de classe C''. On suppose qu’il existe a € € tel que df, soit
un isomorphisme bicontinu de E sur F. Alors il existe un voisinage ouvert V' de a et un voisinage
ouvert W de f(a) tels que

1. la restriction de f a V soit une bijection de V' sur W ;

2. Vapplication inverse g : W — V est continue;

3. g est de classe C'! et pour tout x € V, Ag(z) = df-t.
[4], Sect. 5.3

THEOREME 2.2 (CAUCHY-LIPSCHITZ) — Soient Q un ouvert de R x R"™ et f : @ — R™ une
fonction continue, localement lipschitzienne en la seconde variable. Alors pour tout (¢g,zg) € Q,
le probleme de Cauchy

Oxr = f(t,x) x(tg) = xo
admet une solution unique. [4], Sect. 6.1

THEOREME 2.3 (VON NEUMANN) — Soient H un espace de Hilbert et 7' un endomorphisme de
H de norme < 1. Pour tout n € N, posons

1 n
C, = Tk
) n—l—l;

A=Ker(T —I)et B=1Im(T —I). Alors
1. A B=H;
2. pour tout x € H, lim,,—,o, Cp(x) = w(z) ot w désigne la projection sur A parallelement & B.

[2], Sect. 2.3
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3 Géométrie et topologie de R".

THEOREME 3.1 (BROUWER) — Soient D le disque unité de R? et f : D — D une application
continue. Alors f admet au moins un point fixe. [2], Sect. 1.1

THEOREME 3.2 (SCHAUDER) — Soit F un espace de Banach, C' un convexe fermé non vide de
E et f: C — C une application continue dont I'image f(C) est relativement compacte. Alors f
admet un point fixe. [2], Sect. 2.2

APPLICATION 3.3 — Soient 2 un ouvert de R™, I un intervalle ouvert de R et (¢o, z¢) dans I x Q.
Soit f : I x  — R™ et supposons que

1. pour tout z € Q, t — f(t,x) est mesurable;
2. pour presque tout t € I,  — f(t,x) est continue;

3. pour tout compact K C , il existe une fonction intégrable mg : I — RT telle que
Vee K Vtel lf(t ) < mg(t)

Alors il existe un réel 7 > 0 et une application continue y tels que

t
Vielto—miotnl  ylt) = zo+ / F(s,y(s)) ds
to
[3], Sect. 2.2

DEFINITION 3.4 — On appelle pavage du plan euclidien F tout couple (P, G) ou P est une partie
compacte de E, connexe, d’intérieur non vide et olt G est un sous-groupe de Zs™(E) vérifiant les
deux axiomes :

L E=Ujeq 9(P);

2. Vg heG, gP)Nh(P)#£@ = g(P)=h(P). [5],Sect. 35.2

DEFINITION 3.5 — Un sous-groupe G de Zs*(F) est un groupe de pavage s’il existe une partie
P C E telle que (P, G) soit un pavage du plan euclidien. [5], Sect. 35.2

THEOREME 3.6 — Soient A C FE une partie bornée non vide du plan euclidien et Zs4(F) le
groupe des isométries de F conservant globalement A. Alors il existe un point a € A tel que pour
tout f € Zsa(E), f(a) = a. [5], Sect. 35.1

APPLICATION 3.7 — Le groupe de pavage G opere discréetement dans E. [1], Sect. 1.7, [5], Sect.
35.3
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