
Le�con d'agr�egationApplications des th�eor�emes de point �xeNicolas Lim1 Premier �enonc�eSoit f de [0; 1] dans lui même continue, elle admet un point �xe.2 Fonctions contractantesOn se place dans un espace m�etrique complet (E; d)2.1 D�e�nitionSoit f : E ! E on dit que f est contractante si :9k 2 (0; 1); 8(x; y) 2 E2 d(f(x); f(y)) � kd(x; y)2.2 Th�eor�eme du point �xe de BanachTh�eor�eme : Toute application contractante d'un espace complet dans lui mêmeadmet un unique point �xe x0. Par ailleurs :8x 2 E limn!1 f (n)(x) = x0Th�eor�eme du point �xe �a param�etre : Soit F un espace m�etrique. Soitf : F �E ! E une application continue et telle que :9k 2 (0; 1); 8� 2 F 8(x; y) 2 E2 d(f(�; x); f(�; y)) � kd(x; y)alors 8� 2 F f(�; :) admet un unique point �xe. Ce point �xe d�epend continuementde �.2.3 Th�eor�eme d'inversion localeLe th�eor�eme d'inversion locale se d�emontre �a l'aide du th�eor�eme de Banach. Parailleurs il permet �a son tour d'am�eliorer le th�eor�eme du point �xe �a param�etre. Ene�et on a le th�eor�eme suivant :Th�eor�eme du point �xe �a param�etre : Soient E F des espaces de Banach.Soit f : F �E ! E une application de classe Ck (k � 1)et telle que :9k 2 (0; 1); 8� 2 F 8(x; y) 2 E2 jjf(�; x)� f(�; y)jj � kjjx� yjjalors 8� 2 F f(�; :) admet un unique point �xe. Ce point �xe d�epend de fa�con Ckde �.
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3 Application �a la r�esolution approch�ee d'�equationnum�erique3.1 Une premi�ere approcheOn veut trouver le point �xe d'une fonction num�erique contractante : on l'ap-proxime par une suite (f (n)(x))n2N dont on sait qu'elle converge exponentiellementvite vers l'unique point �xe.3.2 La m�ethode de NewtonOn cherche la solution de f(x) = 0 o�u f est une fonction num�erique C1 et on saitque sa d�eriv�ee ne s'annule pas : on utilise la m�ethode pr�ec�edente avec une fonctionadapt�ee dont la solution est un point �xe hyper actractif.4 Application �a la th�eorie des EDO4.1 Cauchy-lipschitz4.2 D�ependance aux conditions initiales4.3 Un th�eor�eme de stabilit�eOn consid�ere l'�equation suivante :_x = Ax+ g(x), o�u x 2 Rno�u A est une matrice n�n constante ayant n valeurs propres sans partie r�eelle nulle;g est Ck au voisinage de 0 et o(jjxjj).Alors il �existe une Ck-vari�et�eWs qui a même dimension que le nombre de valeurspropres �a partie r�eelle n�egative. Et telle que si 9t tel que x(t) 2 Ws alors x ! 0exponentiellement vite quand t ! 1. Et x ! 0 ssi x est sur Ws au bout d'uncertain temps.5 Invariance de domaine �el�ementaire5.1 Th�eor�emeTh�eor�eme :Soit E un espace de Banach, U � E ouvert, et F : U ! E contractante.On appelle champs associ�e �a F : f(x) = x � F (x). f est alors ouverte et est unhom�eomorphisme de U dans f(U).Corollaire :Si U = E alors f est un hom�eomorphisme de E dans lui-même.5.2 ApplicationTh�eor�eme : Soit E un espace vectoriel norm�e non complet et C une partiecompl�ete, alors il �existe un hom�eomorphisme de E � C dans E qui est l'identit�eassez loin de C.
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6 Th�eor�eme de Stampacchia7 Point �xe de Brouwer et applications7.1 Enonc�eSoit f : C ! C continue (o�u C est un convexe compact de Rn) alors f a unpoint �xe.On peut d�emontrer grâce �a ce th�eor�eme le th�eor�eme de Perron-Froebenius :Soit A une matrice �a coe�cients positifs stictement, elle admet une unique vec-teur propre �a coe�cients strictement positifs (�a un scalaire pr�es) et la valeur propreassoci�ee est maximale en module.Soit l'�equation _x = f(x) dans Rn ayant une partie V invariante, compacteconvexe. Alors l'�equation �a un point �xe.Il n'�existe pas d'application continue de la boule unit�e ferm�ee de Rn sur �cafronti�ere.Champs sortant, champ rentrant... (cf. Chambertloir)7.2 Th�eor�eme de SchauderSoit f : C ! C compacte (o�u C est un convexe d'un espace vectoriel norm�e)alors f a un point �xe.7.3 Application : le th�eor�eme de LomonosovTh�eor�eme : Soit T un op�erateur continue de E evn de dimension in�nie. S'il�existe un op�erateur compact K qui commute avec T , T admet un sous-espace inva-riant ferm�e non trivial.7.4 Application de Schauder aux EDO8 Compl�ementsKakutani, Lemme de Bruhat-Tits (cf. Berger)R�ef�erencesBr�ezis, Analyse fonctionnelleChamberloir, exoCoddington and Liviston, EDODugundji, Fixed point theoryHartmann, EDOVerhulst, Nonlinear Di�erential Equations and Dynamical SystemsSmart, Fixed points
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