
Analyse 06 – Utilisation de théorèmes de point fixe

1. Existence d’un point fixe et compacité

1.1. Applications continues.

Théorème de Brouwer. Toute application continue
de Bn dans Bn admet un point fixe.

Application. Soit V : Rn → Rn une application conti-
nue telle que 〈V (x), x〉 < 0 pour tout x ∈ Sn−1 alors il
existe x0 ∈ Bn tel que V (x0) = 0.

Application. Si A ∈ Mn(R) est à coefficients positifs
alors A admet un vecteur propre à coefficients positifs
associé à une valeur propre positive.

Théorème de Schauder. Soit C un convexe fermé
d’un espace normé et f : C → C une application conti-
nue. Si f(C) est compact alors f admet un point fixe.

Application (Cauchy-Arzela-Peano). Soit I un inter-
valle de R, U un ouvert de Rn et f : I × U → Rn une
application continue. Alors pour tout (t0, x0) ∈ I × U ,
le problème de Cauchy x′ = f(t, x) , x(t0) = x0, admet
au moins une solution locale.

1.2. Famille d’applications continues. Soit G un
sous-groupe compact de GLn(R).

Proposition. Si K est un compact convexe de Rn tel
que u(K) ⊂ K pour tout u ∈ G, alors il existe a ∈ K
tel que u(a) = a.

Proposition. Il existe P ∈ GLn(R) avec PGP−1 ⊂
O(n).

1.3. Applications Lipschitziennes.

Proposition. Soit (E, d) un espace métrique compact
et f : E → E une application telle que d(f(x), f(y)) <
d(x, y) pour tous x, y ∈ E distincts. Alors il existe un
unique a ∈ E tel que f(a) = a, obtenu comme limite de
la suite (f [n](x0))n≥0 où x0 ∈ E est quelconque.

Remarques. L’application f n’est pas forcément
contractante (par exemple sin sur [0, 1]). L’hypothèse
de compacité est nécessaire (par exemple x 7→

√
x2 + 1

n’a pas de point fixe sur R).

2. Point fixe d’une application
contractante

2.1. Les énoncés. Soit (E, d) un espace métrique com-
plet.

Théorème de Picard-Banach. Soit f : E → E
une application contractante. Alors il existe un unique
a ∈ E tel que f(a) = a, obtenu comme limite de la suite
(f [n](x0))n≥0 où x0 ∈ E est quelconque.

Corollaire. Soit f : E → E une application dont une
itérée f [p] est contractante. Alors il existe un unique
a ∈ E tel que f(a) = a, obtenu comme limite de la suite
(f [n](x0))n≥0 où x0 ∈ E est quelconque.

Remarque. La fonction sin n’est pas contractante sur
[0, π

2 ] mais admet un point fixe unique. Cependant la
suite des itérés converge lentement.

Exemple. On note E l’espace des applications conti-
nues f : [0, 1] → [0, 1] telles que f(0) = 0 et f(1) = 1
muni de la norme ‖ ‖∞. Pour tout f ∈ E, on définit
Tf ∈ E par

Tf(x) =


3
4f(3t) si 0 ≤ t ≤ 1

3
− 1

2f(3t− 1) + 3
4 si 1

3 < t ≤ 2
3

3
4f(3t− 2) + 1

4 si 2
3 < t ≤ 1

alors T : E → E admet un point fixe ϕ qui est une
application continue sur [0, 1] mais nulle part dérivable.

Contre-exemple. L’hypothèse E complet est
nécessaire (par exemple x 7→ x+1

2 est contractante sur
[0, 1[ mais n’a pas de point fixe).

2.2. Application aux équations différentielles.
Soit I un intervalle de R et f : I × Rm → Rm une
application continue.

Théorème de Cauchy-Lipschitz global. Si f est
globalement Lipschtizienne en la seconde variable alors
le problème de Cauchy y′ = f(t, x) , y(t0) = x0 , admet
une unique solution définie sur I.

Exemple. L’équation u′′ = − sinu, u(0) = a, u′(0) = b,
admet une unique solution définie sur R.

Théorème de Cauchy-Lipschitz local. Si f est lo-
calement Lipschtizienne en la seconde variable alors le
problème de Cauchy y′ = f(t, x) , y(t0) = x0 , admet
une unique solution maximale.

2.3. Application au calcul différentiel.

Théorème d’inversion locale. Soit f : U → Rn de
classe C1 et a ∈ U tel que det Jf (a) 6= 0. Alors il existe
un voisinage ouvert U ′ ⊂ U de a et un voisinage V de
f(a) tels que f : U ′ → V soit un difféomorphisme.

Corollaire (théorème d’inversion globale). Soit f :
U → f(U) de classe C1 et injective. Si det Jf (a) 6= 0
pour tout a ∈ U alors f est un difféomorphisme.

Corollaire (théorème des fonctions implicites). Soit Ω
un ouvert de Rn × Rm et f : Ω → Rp de classe C1. Si
(a, b) ∈ Ω vérifie f(a, b) = 0 et ∂2f(a, b) inversible alors
il existe un voisinage ouvert U ⊂ Ω de (a, b), un voisi-
nage ouvert V de a et une application ϕ : V → Rm de
classe C1 tels que

f(x, y) = 0 et (x, y) ∈ U ⇐⇒ ϕ(x) = y et x ∈ V.

De plus on a dϕa = −∂2f
−1
a,b ◦ ∂1fa,b.

3. Application à la résolution d’équations

3.1. Famille de points fixes.

Proposition. Soit E et F deux espaces normés dont le
premier est complet et f : E × F → E une application
continue, contractante en la première variable.

(i) Pour tout λ ∈ F , il existe un unique xλ ∈ E tel
que f(xλ, λ) = xλ.

(ii) L’application F → E, λ 7→ xλ est continue.



(iii) Si E = Rn, F = Rp, f est C1 et s’il existe
k < 1 tel que ‖∂1f(x, λ)‖ ≤ k alors l’applica-
tion Rp → Rn, λ 7→ xλ est C1.

Exemple. Le système

x =
1
2

sin(x + y) + t− 1 , y =
1
2

cos(x− y)− t +
1
2

définit deux applications t 7→ x(t) et t 7→ y(t) de classe
C1.

3.2. Équations intégrales.

Proposition. Soit K : [a, b]× [a, b] → R et ϕ : [a, b] →
R deux applications continues.

(i) Si sup
a≤s,t≤b

|K(s, t| < 1
b−a alors l’équation x(t) =

ϕ(t) +
∫ b

a

K(s, t)x(s)ds, pour t ∈ [a, b], admet

une unique solution continue x : [a, b] → R.

(ii) L’équation x(t) = ϕ(t)+
∫ t

a

K(s, t)x(s)ds, pour

t ∈ [a, b], admet une unique solution continue
x : [a, b] → R.

3.3. Résolution de f(x) = 0.

Proposition. Soit I un intervalle de R, f : I → R de
classe C1 et a un point fixe de f .

(i) Si |f ′(a)| < 1 alors il existe ε > 0 tel que l’in-
tervalle [a − ε, a + ε] soit stable par f et, pour
tout x0 ∈ [a− ε, a + ε], xn = f [n](x0) tend vers
a. De plus :

– si f ′ 6= 0 sur [a − ε, a + ε] et x0 6= a alors
xn 6= a et xn+1 − a ∼ f ′(a)(xn − a);

– si f est C2, f ′ = 0, f ′′ 6= 0 sur [a−ε, a+ε]
et x0 6= a alors xn 6= a et xn+1 − a ∼
f ′′(a)

2 (xn − a)2.

(ii) Si |f ′(a)| > 1 alors il existe ε > 0 tel que, pour
tout x0 ∈ [a − ε, a + ε], xn = f [n](x0) sort de
[a− ε, a + ε] pour n assez grand.

Proposition (méthode de Newton). Soit f : [c, d] → R
de classe C2 avec f(c) < 0 < f(d) et f ′ > 0 sur [c, d].
On pose

xn = F [n](x0) où F (t) = t− f(t)
f ′(t)

.

Alors f admet un unique zéro a et il existe un in-
tervalle [a − ε, a + ε] stable par F tel que, pour tout
x0 ∈ [a− ε, a + ε], il existe 0 < C < 1

ε avec

C |xn+1 − a| ≤ (Cε)2
n

.

Développements

Deux applications du théorème de Brouwer.

Sous-groupes compacts de GLn(R).

Théorème d’inversion locale.
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