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Soient E et F' deux ensembles et A C E si on se donne une fonction f: A — F
peut on définir f qui prolonge f & E tout entier (i.e. telle que f soit définie sur E
tout entier et égale & f sur A)? La réponse est oui: il suffit de définir arbitrairement
f sur B\ A. Mais cependant on voit que ce prolongement n’a pas d’intérét dans
la mesure ou il est arbitraire. Le but du prolongement de fonctions est de conser-
ver certaines propriétés de la fonction & prolonger: continuité, diffrentiabilité... et
parfois de s’assurer de I'unicité d’un tel prolongement.

1 Conservation de la continuité

1.1 Exemple
Soit f la fonction définie sur Q N [0, 1] par:
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cette fonction est continue sur Q N [0, 1] mais n’est pas prolongeable continuement
a [0,1].

1.2 Prolongement continue

Théoréme: Soient F et F' deux espace métriques et A C E soit f : A — F
uniformément continue si F' est complet , il éxite une unique f qui prolonge f a A
continuement.

Une application de ce théoreme est le théoreme de Plancherel qui premet de
définir la transformée de fourier d’une fonction de L? et de prouver la formule de
fourier inverse dans cet espace.

1.3 Théoremes de Tietze et Urysohn

Lemme d’Uryshon:
Soit X un espace normal, A et B deux sous-espaces fermés disjoints de X.
Il éxiste une fonction continue sur X & valeur dans [0,1] telle que f(4) = 0 et

F(B)=1.

Théoréme de prolongement de Tietze:
_ Soit X un espace normal, F' un fermé de X et f € C(F,[a,b]) alors il existe
f € C(X,[a,b]) qui prolonge f.



Théoréme de plongement d’Urysohn:
Soit X espace normal qui admet une base dénombrable d’ouverts, alors X est
homéomorphe & un sous-espace de [?(R) et donc est métrisable.

2 Hahn-Banach

Théoréme: Soit E un espace vectoriel réel. Soit p fonction de E dans R. telle
que:

p(Az) = Ap(z)Vz € E et YA >0
p(z +y) < p(z) +ply) V(z,y) € E°.

Soit f forme linéaire sur un sous-espace de E dominée par p, f peut étre pro-
longée & E par f linéaire et dominée par p.

Théoréme: Soit F' un sous-espace fermé d’un espace vectoriel réel E et f une
forme linéaire continue sur F' alors on peut la prolonger en une forme linéaire sur
E qui a méme norme.

3 Prolongement conservant des propriétés diffé-
rentielles

3.1 Equations différentielles

Théoréme: Les intervalles maximaux d’une équation différentielle

x = f(t,l‘)

ou f est C'! sont ouverts.

3.2 Probléme de Dirichlet

On se place dans D disque de centre 0 et de rayon 1. Le probleme de Dirichlet
consiste & trouver étant donnée une fonction f sur le cercle une fonction u continue
sur D et C? dans a intérieur de D et vérifiant:

A(u) = 0 alintérieur du disque
Upp = f

La réponse au probleme est donnée par la formule de Poisson. Soit f continue
sur le cercle, I'unique solution au probleme de Dirichlet est:

Frei?) = 2 /7r L F(t)dt

~or . 1—2rcos(f —t) + 72

4 Prolongement annalytique

4.1 Mise en place du probleme

Etant donnée f analytique dans un domaine D peut on trouver f analytique
qui prolonge f sur un domaine contenant D? Ce n’est pas toujours possible:
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est analytique dans le disque unité mais n’est pas prolongeable analytiquement.

4.2 Monodromie

Supposons (f, D) prolongeable le long de toute courbe incluse dans un 2 conte-
nant D et partant du centre de D.

Si 'y et T’y sont 2-homotopes de a & 3 ou « est le centre de D alors les prolon-
gements le long de T'y et de ['y coincident.

Si de plus 2 est simplement connexe alors f est prolongeable a (.

4.3 Exemples

On peut prolonger analytiquement % et £ dans C tout entier.

5 Prolongement de probabilités

Théoréme de Carathéodory :
Soit A une algebre munie d’une probabilité u. Cette probabilité est prolongeable
de fagon unique a o(A).

Théoréme de Kolmogorov: Soit E espace métrique compact soit 7 un en-
semble d’indices. Si pour toute partie finie F' de T' on posséde une probabilité up
sur EF et si ces probabilités sont compatibles (i.e. si F C G alors up est I'image
par la projection canonique sur EF de pg), alors il éxiste une unique probabilité
sur ET dont les projections sur les EF soient les up.

Applications: probabilité en percolation, existence du mouvement brownien...
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