
Le�con d'agr�egationProlongement de fonctions : exemplesNicolas LimSoient E et F deux ensembles et A � E si on se donne une fonction f : A! Fpeut on d�e�nir ef qui prolonge f �a E tout entier (i.e. telle que ef soit d�e�nie sur Etout entier et �egale �a f sur A)? La r�eponse est oui : il su�t de d�e�nir arbitrairementef sur EnA. Mais cependant on voit que ce prolongement n'a pas d'int�erêt dansla mesure o�u il est arbitraire. Le but du prolongement de fonctions est de conser-ver certaines propri�et�es de la fonction �a prolonger : continuit�e, di�rentiabilit�e... etparfois de s'assurer de l'unicit�e d'un tel prolongement.1 Conservation de la continuit�e1.1 ExempleSoit f la fonction d�e�nie sur Q \ [0; 1] par :f(x) = 0 si x � p22= 1 sinoncette fonction est continue sur Q \ [0; 1] mais n'est pas prolongeable continuement�a [0; 1].1.2 Prolongement continueTh�eor�eme : Soient E et F deux espace m�etriques et A � E soit f : A ! Funiform�ement continue si F est complet , il �exite une unique ef qui prolonge f �a Acontinuement.Une application de ce th�eor�eme est le th�eor�eme de Plancherel qui premet ded�e�nir la transform�ee de fourier d'une fonction de L2 et de prouver la formule defourier inverse dans cet espace.1.3 Th�eor�emes de Tietze et UrysohnLemme d'Uryshon :Soit X un espace normal, A et B deux sous-espaces ferm�es disjoints de X .Il �existe une fonction continue sur X �a valeur dans [0; 1] telle que f(A) = 0 etf(B) = 1.Th�eor�eme de prolongement de Tietze :Soit X un espace normal, F un ferm�e de X et f 2 C(F; [a; b]) alors il existe~f 2 C(X; [a; b]) qui prolonge f .
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Th�eor�eme de plongement d'Urysohn :Soit X espace normal qui admet une base d�enombrable d'ouverts, alors X esthom�eomorphe �a un sous-espace de l2(R) et donc est m�etrisable.2 Hahn-BanachTh�eor�eme : Soit E un espace vectoriel r�eel. Soit p fonction de E dans R telleque : p(�x) = �p(x) 8x 2 E et 8� � 0p(x+ y) � p(x) + p(y) 8(x; y) 2 E2:Soit f forme lin�eaire sur un sous-espace de E domin�ee par p, f peut être pro-long�ee �a E par ~f lin�eaire et domin�ee par p.Th�eor�eme : Soit F un sous-espace ferm�e d'un espace vectoriel r�eel E et f uneforme lin�eaire continue sur F alors on peut la prolonger en une forme lin�eaire surE qui a même norme.3 Prolongement conservant des propri�et�es di��e-rentielles3.1 Equations di��erentiellesTh�eor�eme : Les intervalles maximaux d'une �equation di��erentiellex0 = f(t; x)o�u f est C1 sont ouverts.3.2 Probl�eme de DirichletOn se place dans D disque de centre 0 et de rayon 1. Le probl�eme de Dirichletconsiste �a trouver �etant donn�ee une fonction f sur le cercle une fonction u continuesur D et C2 dans �a l'int�erieur de D et v�eri�ant :�(u) = 0 �a l'int�erieur du disqueuj@D = fLa r�eponse au probl�eme est donn�ee par la formule de Poisson. Soit f continuesur le cercle, l'unique solution au probl�eme de Dirichlet est:F (rei�) = 12� Z ��� 1� r21� 2r cos(� � t) + r2 f(t)dt4 Prolongement annalytique4.1 Mise en place du probl�emeEtant donn�ee f analytique dans un domaine D peut on trouver ~f analytiquequi prolonge f sur un domaine contenant D? Ce n'est pas toujours possible :2



g(z) = Xn2N Xm^n=1 1z � e 2i�mnest analytique dans le disque unit�e mais n'est pas prolongeable analytiquement.4.2 MonodromieSupposons (f;D) prolongeable le long de toute courbe incluse dans un 
 conte-nant D et partant du centre de D.Si �0 et �1 sont 
-homotopes de � �a � o�u � est le centre de D alors les prolon-gements le long de �0 et de �1 coincident.Si de plus 
 est simplement connexe alors f est prolongeable �a 
.4.3 ExemplesOn peut prolonger analytiquement 1� et � dans C tout entier.5 Prolongement de probabilit�esTh�eor�eme de Carath�eodory :Soit A une alg�ebre munie d'une probabilit�e �. Cette probabilit�e est prolongeablede fa�con unique �a �(A).Th�eor�eme de Kolmogorov: Soit E espace m�etrique compact soit T un en-semble d'indices. Si pour toute partie �nie F de T on poss�ede une probabilit�e �Fsur EF et si ces probabilit�es sont compatibles (i.e. si F � G alors �F est l'imagepar la projection canonique sur EF de �G), alors il �existe une unique probabilit�esur ET dont les projections sur les EF soient les �F .Applications : probabilit�e en percolation, existence du mouvement brownien...R�ef�erencesRudin, Analyse r�elle et complexeSimmons,Topology and modern analysisBillingsley, Measure and probabilityZully-Que�elec, Analyse pour l'agr�egation (?)Hille, Complex analysis
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