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1 Utilisation des suites en topologie.

Proposition 1.1 — Soient X un espace topologique et A une partie de X. Un élément x ∈ X
appartient à l’adhérence de A si et seulement s’il existe une suite (xn)n≥0 ⊂ A de limite x.

Proposition 1.2 — Une partie F ⊂ X est fermée si et seulement si toute suite convergente de
points de F converge vers un élément x ∈ F . [3], Sect. 1.2

Proposition 1.3 — Soient X et Y deux espaces métriques et f une application de X dans Y .
Alors f est continue en x ∈ X si et seulement si pour toute suite (xn)n≥0 ⊂ X convergeant vers
x, limn→∞ f(xn) = f(x) dans Y . [3], Sect. 1.2

Théorème 1.4 (Bolzano-Weierstrass) — Pour tout espace métrique X, les assertions sui-
vantes sont équivalentes :

1. X est compact ;

2. toute suite (xn)n≥0 ⊂ X admet au moins une valeur d’adhérence ;

3. X est complet et précompact. [5], Sect. 5.2

Théorème 1.5 (Heine) — Soient X et Y deux espaces métriques et f une application continue
de X dans Y . Si X est compacte alors f est uniformément continue. [3], Sect. 1.3

2 Dénombrabilité en théorie de la mesure et en probabilité.

Proposition 2.1 — Soit (Ω,F , µ) un espace mesuré. L’ensemble N des parties µ-négligeables
est stable par union dénombrable.

Application 2.2 — Soient (Ω,F , µ) un espace mesuré, F ∗ l’ensemble des parties E ⊂ Ω pour
lesquelles il existe A, B ∈ F tels que A ⊂ E ⊂ B et µ(B \ A) = 0, et µ∗ l’application définie par
µ∗(E) = µ(A). Alors F∗ est une tribu et µ∗ une mesure sur F∗. [4], Sect. 1.8

Théorème 2.3 (ensemble triadique de Cantor) — Soient I = [0, 1] et (Kn)n≥0 la suite
définie par K0 = I et la relation de récurrence

Kn+1 =
⋃

k

([
ak , ak +

bk − ak
3

]
∪
[
ak + 2

bk − ak
3

, bk

])
où Kn =

⋃

k

[ak , bk]

Alors l’ensemble triadique de Cantor

K =
⋂

n≥0

Kn

est un compact de mesure nulle ayant la puissance du continu. [3], Sect. 1.6

Théorème 2.4 (loi du zéro un de Kolmogorov) — Soit (Xn)n∈N une suite de variables
aléatoires indépendantes et F∞ la tribu définie par

F∞ =
⋂

n∈N
σ(Xn , n ≤ k)

Si F ∈ F∞ alors P(F ) = 0 ou 1, i.e. toute fonction F∞-mesurable est ps constante.
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Lemme 2.5 (Borel-Cantelli) — Soient (Ω,F ,P) un espace probabilisé et (An)n∈N ⊂ F une
suite d’évènements. Alors

∑

n≥0

P(An) < ∞ =⇒ P( lim
n→∞

An) = 0

Si de plus les An, n ≥ 0 sont supposés indépendants alors

∑

n≥0

P(An) = ∞ =⇒ P( lim
n→∞

An) = 1

3 Utilisation du théorème de Baire.

Proposition 3.1 — Soient E un espace complet et (Fn)n≥0 une suite décroissante de fermés
non vides de E. Si la suite des diamètres δ(Fn)→ 0 alors

⋂
n≥0 Fn est un singleton. [3], Sect. 1.2

Théorème 3.2 (Baire) — Soit E un espace complet. Toute union dénombrable de fermés
d’intérieur vide de E est d’intérieur vide. De façon équivalente, toute intersection dénombrable
d’ouverts denses est dense. [1], Sect. 2.1

Application 3.3 — Un espace vectoriel normé à base dénombrable n’est pas complet. [3], annexe
A

Application 3.4 — Soit f : R −→ R une fonction dérivable sur R. Alors l’ensemble des points
de continuité de la fonction dérivée f ′ est une partie dense de R. [3], annexe A

Application 3.5 — L’ensemble des fonctions continues sur [0, 1] nulle part dérivables est dense
dans l’espace des fonctions continues. [3], annexe A

Théorème 3.6 — Soit V un sous-espace fermé de C([0, 1],R), espace vectoriel des fonctions
continues de [0, 1] dans R.

1. Si toute application f ∈ V est de classe C1 alors V est de dimension finie.

2. Si pour tout f ∈ V il existe des constantes α, C > 0 telles que pour tous x, y ∈ [0, 1],

|f(x)− f(y)| ≤ C|x− y|α

alors V est de dimension finie. [2], Sect. 2.4
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