Applications linéaires continues entre e.v.n.

Par Nicolas Lanchier !

1 L’espace L(E,F) des applications linéaires.

PROPOSITION 1.1 — Soit f € L(E, F). Alors les conditions suivantes sont équivalentes :

1. f est continue sur F;

2. f est continue en 0;
3. il existe une constante M > 0 telle que pour tout z € E, || f(2)||lr < ||z||&;
4. f est lipschitzienne. [3], Sect. 1.5
ProrosITION 1.2 — L’application
f=llfll= suwp [[f(@)]lr
lzllm=1

définie sur l'espace vectoriel L(E, F') des applications linéaires continues est une norme.

PROPOSITION 1.3 — Si F' est un espace de Banach alors lespace L(E,F') des applications
linéaires continues de E dans F' est un espace de Banach. [3], Sect. 1.5

PROPOSITION 1.4 — Si F est de dimension finie alors L(E, F) = L(E, F). [3], Sect. 1.5

2 Continuité dans les espaces de Banach.

THEOREME 2.1 (BANACH-STEINHAUS) — Soient F un espace de Banach, F un espace vectoriel
normé et (7;);er une famille d’applications linéaires continues de F dans F. Alors on a l’alternative
suivante :

1. ou bien sup;¢; || T; || < +o0;

2. ou bien sup;¢; || T;(2) | = 400 pour tout  dans a un G5 dense dans E. [4], Sect. 5.2
APPLICATION 2.2 — Soit (an)n>0 C C. Si pour toute suite (b,)n>0 on a I'implication

Z b, < +00 — Z aogby, + a1bp_1 + - + apby < +0
n>0 n>0

alors Z lan| < 4 oo. [5], Sect. 6.2

n>0

THEOREME 2.3 — L’ensemble des fonctions f continues 27-périodiques dont la série de Fourier
ne converge pas simplement vers f est un Gs dense. [4], Sect. 5.3

THEOREME 2.4 (THEOREME DE L’APPLICATION OUVERTE) — Soient E et F' deux espaces de
Banach, T': E — F une application linéaire continue et surjective. Alors il existe C' > 0 telle que
Br(0,C) C T(Bg(0,1)). En particulier, T est une application ouverte. [1], Sect. 2.3

THEOREME 2.5 (BANACH) — Soient E et F' deux espaces de Banach, T': E — F une applica-
tion linéaire continue et bijective. Alors T est un homéomorphisme. [1], Sect. 2.3
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THEOREME 2.6 (THEOREME DU GRAPHE FERME) — Soient E et F deux espaces de Banach.

Une application linéaire T' : E — F est continue si et seulement si son graphe est fermé dans
E x F. [1], Sect. 2.3

THEOREME 2.7 — Soit V' un sous-espace fermé de C([0,1],R), espace vectoriel des fonctions
continues de [0,1] dans R.

1. Si toute application f € V est de classe C'! alors V est de dimension finie.

2. Si pour tout f € V il existe des constantes a, C' > 0 telles que pour tous z, y € [0, 1],

[f(z) = f(y)l < Clz—y|®

alors V est de dimension finie. [2], Sect. 2.4
3 Théorémes de Hahn-Banach.

THEOREME 3.1 (HAHN-BANACH, FORME ANALYTIQUE) — Soient p : £ — R une application
positivement homogeme vérifiant I'inégalité triangulaire, i.e.

Ve,ye E VA>0  pQx) = Ap(x) et plr+y) < plx)+py)
G C FE un sous-espace vectoriel et g : G — R une forme linéaire telle que
Vel g(z) < pl(x)

Alors il existe une forme linéaire f définie sur F, prolongeant g, et telle que f(z) < p(z) pour
tout x € E. [1], Sect. 1.1

COROLLAIRE 3.2 — Soit G C E un sous-espace vectoriel et g : G — R une application linéaire
continue. Alors il existe une forme linéaire f définie sur E, prolongeant g, de méme norme que g.

[1], Sect. 1.1

THEOREME 3.3 (HAHN-BANACH, FORME GEOMETRIQUE) — Soient A et B deux parties dis-
jointes, convexes et non vides d’un espace vectoriel normé E. Si A est fermée et B compacte, il
existe un hyperplan fermé qui sépare A et B au sens strict. [1], Sect. 1.2

COROLLAIRE 3.4 — Soit F' C E un sous-espace vectoriel dense dans E. Alors toute forme linéaire
f:E — R nulle sur F est nulle sur E. [1], Sect. 1.2

APPLICATION 3.5 — Pour tout a > 1, notons f, la fonction définie par

folz) = 1 x €0,1]

r—a

Soit (ay)n>0 une suite de réels strictement supérieurs a 1 et de limite 4+ co. Alors 'espace vectoriel
V = vect(fa, , n > 0) est dense dans C([0, 1], R). [2], Sect. 2.1

Références

[1] Haim Brézis. Analyse fonctionnelle. Théorie et applications. Dunod, 1999.

[2] Stéphane Gonnord, Nicolas Tosel. Thémes d’analyse pour l'agrégation. Topologie et analyse
fonctionnelle. Ellipses, 1996.

[3] Xavier Gourdon. Les maths en téte. Analyse. Ellipses, 1994.
[4] Walter Rudin. Analyse réelle et complexe. Masson, 1995.
[5] Claude Zuily, Hervé Queffélec. Eléments d’analyse pour l’agrégation. Masson, 1995.



