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1 L’espace L(E,F ) des applications linéaires.

Proposition 1.1 — Soit f ∈ L(E,F ). Alors les conditions suivantes sont équivalentes :

1. f est continue sur E ;

2. f est continue en 0 ;

3. il existe une constante M > 0 telle que pour tout x ∈ E, ‖f(x)‖F ≤ ‖x‖E ;

4. f est lipschitzienne. [3], Sect. 1.5

Proposition 1.2 — L’application

f 7→ ‖f ‖ = sup
‖x‖E=1

‖f(x)‖F

définie sur l’espace vectoriel L(E,F ) des applications linéaires continues est une norme.

Proposition 1.3 — Si F est un espace de Banach alors l’espace L(E,F ) des applications
linéaires continues de E dans F est un espace de Banach. [3], Sect. 1.5

Proposition 1.4 — Si E est de dimension finie alors L(E,F ) = L(E,F ). [3], Sect. 1.5

2 Continuité dans les espaces de Banach.

Théorème 2.1 (Banach-Steinhaüs) — Soient E un espace de Banach, F un espace vectoriel
normé et (Ti)i∈I une famille d’applications linéaires continues de E dans F . Alors on a l’alternative
suivante :

1. ou bien supi∈I ‖Ti ‖< +∞ ;

2. ou bien supi∈I ‖Ti(x)‖= +∞ pour tout x dans à un Gδ dense dans E. [4], Sect. 5.2

Application 2.2 — Soit (an)n≥0 ⊂ C. Si pour toute suite (bn)n≥0 on a l’implication

∑

n≥0

bn < +∞ =⇒
∑

n≥0

a0 bn + a1 bn−1 + · · · + an b0 < +∞

alors
∑

n≥0

|an| < +∞. [5], Sect. 6.2

Théorème 2.3 — L’ensemble des fonctions f continues 2π-périodiques dont la série de Fourier
ne converge pas simplement vers f est un Gδ dense. [4], Sect. 5.3

Théorème 2.4 (théorème de l’application ouverte) — Soient E et F deux espaces de
Banach, T : E −→ F une application linéaire continue et surjective. Alors il existe C > 0 telle que
BF (0, C) ⊂ T (BE(0, 1)). En particulier, T est une application ouverte. [1], Sect. 2.3

Théorème 2.5 (Banach) — Soient E et F deux espaces de Banach, T : E −→ F une applica-
tion linéaire continue et bijective. Alors T est un homéomorphisme. [1], Sect. 2.3
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Théorème 2.6 (théorème du graphe fermé) — Soient E et F deux espaces de Banach.
Une application linéaire T : E −→ F est continue si et seulement si son graphe est fermé dans
E × F . [1], Sect. 2.3

Théorème 2.7 — Soit V un sous-espace fermé de C([0, 1],R), espace vectoriel des fonctions
continues de [0, 1] dans R.

1. Si toute application f ∈ V est de classe C1 alors V est de dimension finie.

2. Si pour tout f ∈ V il existe des constantes α, C > 0 telles que pour tous x, y ∈ [0, 1],

|f(x)− f(y)| ≤ C|x− y|α

alors V est de dimension finie. [2], Sect. 2.4

3 Théorèmes de Hahn-Banach.

Théorème 3.1 (Hahn-Banach, forme analytique) — Soient p : E −→ R une application
positivement homogème vérifiant l’inégalité triangulaire, i.e.

∀ x, y ∈ E ∀ λ > 0 p (λx) = λ p (x) et p (x+ y) ≤ p (x) + p (y)

G ⊂ E un sous-espace vectoriel et g : G −→ R une forme linéaire telle que

∀ x ∈ G g(x) ≤ p (x)

Alors il existe une forme linéaire f définie sur E, prolongeant g, et telle que f(x) ≤ p (x) pour
tout x ∈ E. [1], Sect. 1.1

Corollaire 3.2 — Soit G ⊂ E un sous-espace vectoriel et g : G −→ R une application linéaire
continue. Alors il existe une forme linéaire f définie sur E, prolongeant g, de même norme que g.
[1], Sect. 1.1

Théorème 3.3 (Hahn-Banach, forme géométrique) — Soient A et B deux parties dis-
jointes, convexes et non vides d’un espace vectoriel normé E. Si A est fermée et B compacte, il
existe un hyperplan fermé qui sépare A et B au sens strict. [1], Sect. 1.2

Corollaire 3.4 — Soit F ⊂ E un sous-espace vectoriel dense dans E. Alors toute forme linéaire
f : E −→ R nulle sur F est nulle sur E. [1], Sect. 1.2

Application 3.5 — Pour tout a > 1, notons fa la fonction définie par

fa(x) =
1

x− a x ∈ [0, 1]

Soit (an)n≥0 une suite de réels strictement supérieurs à 1 et de limite +∞. Alors l’espace vectoriel
V = vect(fan , n ≥ 0) est dense dans C([0, 1],R). [2], Sect. 2.1
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