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1 Propriétés topologiques des espaces vectoriels de dimension finie.

Proposition 1.1 — Toutes les normes d’un espace vectoriel normé de dimension finie sont
équivalentes. [3], Sect. 1.5

Proposition 1.2 — Si E est de dimension finie alors L(E,F ) = L(E,F ). [3], Sect. 1.5

Proposition 1.3 — Tout espace vectoriel normé de dimension finie est complet.

Proposition 1.4 — Soient E un espace vectoriel normé et F ⊂ E un sous-espace vectoriel de
E. Si F est de dimension finie alors F est fermé dans E. [3], Sect. 1.5

Proposition 1.5 — Les parties compactes d’un espace vectoriel de dimension finie sont les
fermés bornés. [3], Sect. 1.5

2 Bases et espaces vectoriels normés.

Proposition 2.1 — Un espace vectoriel normé à base dénombrable n’est pas complet. [3], annexe
A

Théorème 2.2 (Auerbach) — Tout espace vectoriel normé de dimension n admet une base
normée (e1, e2 . . . en) dite base d’Auerbach dont la base duale est également normée. [5], Sect. 5.4

Théorème 2.3 — Soient E un espace vectoriel normé et M ⊂ E un sous-espace vectoriel de
dimension n. Alors il existe une projection linéaire continue P : E −→M de norme ≤ n. [5], Sect.
5.4

Définition 2.4 — Soit H un espace de Hilbert. On appelle base hilbertienne de H toute suite
(en)n∈N ⊂ H vérifiant les deux conditions suivantes :

1. pour tous i, j ∈ N, 〈ei · ej〉 = δi,j ;

2. l’espace vectoriel engendré par les en, n ≥ 0 est dense dans H. [1], Sect. 5.4

Théorème 2.5 (égalité de Bessel-Parseval) — Soit (ei)i∈Λ un ensemble orthonormé de
H. Alors les quatre conditions suivantes sont équivalentes :

1. (ei)i∈Λ est une base hilbertienne de H

2. (ei)i∈Λ est un ensemble orthonormé maximal de H

3. pour tout x ∈ H, on a l’égalité de Bessel-Parseval ‖x‖2 =
∑

i∈Λ

|〈u · ei〉|2

4. pour tous x, y ∈ H, 〈x · y〉 =
∑

i∈Λ

〈x · ei〉 〈y · ei〉

[4], Sect. 4.2
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3 Dimension finie et compacité.

Lemme 3.1 (Riesz) — Soient E un espace vectoriel normé et M  E un sous-espace fermé de
E. Alors pour tout ε > 0, il existe u ∈ E de norme 1 tel que d(u,M) ≥ 1− ε. [1], Sect. 6.2

Théorème 3.2 (Riesz) — La boule unité fermée d’un espace vectoriel normé E est compacte
si et seulement si E est de dimension finie. [5], Sect. 7.5

Théorème 3.3 — Soit V un sous-espace fermé de C([0, 1],R), espace vectoriel des fonctions
continues de [0, 1] dans R.

1. Si toute application f ∈ V est de classe C1 alors V est de dimension finie.

2. Si pour tout f ∈ V il existe des constantes α, C > 0 telles que pour tous x, y ∈ [0, 1],

|f(x)− f(y)| ≤ C|x− y|α

alors V est de dimension finie. [2], Sect. 2.4

Théorème 3.4 (Schauder) — Soit E un espace de Banach, C un convexe fermé non vide de
E et f : C −→ C une application continue dont l’image f(C) est relativement compacte. Alors f
admet un point fixe. [2], Sect. 2.2

Théorème 3.5 — Soient E un espace de Banach et X ⊂ E une partie non vide de E. Alors les
deux assertions suivantes sont équivalentes :

1. X est compacte ;

2. X est fermée, bornée et pour tout ε > 0, il existe un sous-espace Y ⊂ E de dimension finie
tel que pour tout y ∈ Y , d(y,X) ≤ ε. [2], Sect. 2.2

Application 3.6 — Une partie X de l’espace `1 est compacte si et seulement si X est fermée,
bornée et équisommable. [2], Sect. 2.2

Proposition 3.7 — Soit E un espace vectoriel de dimension finie et A une partie compacte de
E. Alors conv(A), l’enveloppe convexe de A, est compacte. [5], Sect. 5.4

Définition 3.8 — Un opérateur linéaire continu T : E −→ F est dit compact si l’image T (BE)
de la boule unité de E par T est relativement compacte dans F . [1], Sect. 6.1

Théorème 3.9 — Si (Tn)n≥0 est une suite d’opérateurs continus de rang fini convergeant uni-
formément vers un opérateur T continu alors T est compact. [1], Sect. 6.1
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