
Le�con d'agr�egationUtilisation de la dimension �nie en analyseNicolas LimOn travaillera toujours sur des espaces vectoriels r�eels.1 Th�eor�emes de base1.1 Notion de dimension : basesTout espace vectoriel de dimension �nie admet des bases (de taille la dimension).Exemple : Les nombres alg�ebriques forment un sous corps de R.Exemple : Bases de HaarDans un espace de probabilit�e (
; A; P ), une suite croissante de sous tribues(Bn; n 2 N) est appel�ee syst�eme de Haar si Bn est engendr�ee par une partition de
 en n + 1 �ev�enements de probabilit�e non nulle. On construit alors une base deHaar sur (Bn; n 2 N).Th�eor�eme : Toute base orthonormale (Un; n 2 N) d'un L2 telle que U0 = 1 et8n EBn(Un+1) = 0 si Bn = �(U0; :::; Un) est n�ecessairement une base de Harr.1.2 Le th�eor�eme de RieszTh�eor�eme : La boule unit�e ferm�ee d'un evn E est compacte ssi E alors F dedimension �nie.Une premi�ere application : Soit F est ss-ev strict de C1([0; 1];R) ferm�e est dedimension �nie.1.3 Equivalence des normesToutes les normes sont �equivalents en dimension �nie. Ce n'est plus le cas endimension in�ni.Exemple : Tout Banach de dimension in�nie (E; jj:jj) peut être muni d'une normenon compl�ete continue par rapport �a jj:jj.2 Le th�eor�eme de Brouwer2.1 �Enonc�eToute fonction continue de V dans lui-même admet un point �xe si V est uncompact convexe d'un evn de dimension �nie.
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2.2 Th�eor�eme de KKMD�e�nition : E un ev A est dit �niment ferm�e si son intersection avec tout ss-evde dimension �nie est ferm�e dans cet ss-ev.Soit X inclus dans E, G : X ! 2E est dite KKM si 8x1; :::; xn de XN l'enve-loppe convexe de x1; :::; xn est dans [G(xi).Si 8x 2 X G(x) est �niment ferm�e alors fG(x)jx 2 Xg poss�ede la propri�et�ed'intersection �nie.Application : Soit X et Y deux compacts convexes non vide de E et F evt.Soit f : X � Y ! R telle que{ y ! f(x; y) est sci et quasi convexe{ x! f(x; y) est scs et quasi concavealors maxx miny f(x; y) = miny maxx f(x; y)3 Op�erateur compact3.1 D�e�nitions et propri�et�esSoit E et F deux Banachs, on dit que T : E ! F est dit compact si l'imagede toute boule de E est relativement compact.T est compact ssi T � est compact.Si T est compact, il est limite uniforme d'applications de rang �ni (application :d�emonstration du th�eor�eme de Schauder).Th�eor�eme : Soit T compact de E dans lui-même :{ ker(I � T ) est de dimension �nie{ =(I � T ) est ferm�ee et =(I � T ) = ker(I � T �)?{ ker(I � T ) = f0g () =(I � T ) = E{ dimker(I � T ) = dim ker(I � T �)3.2 Op�erateurs compacts autoadjointsIci on travaille dans H espace Hilbert. On dit que T est autoadjoint s'il est sonpropre adjoint.Th�eor�eme : H admet alors une base Hilbertienne de vecteurs propres de T .De plus si � est valeur propre non nulle alors elle est ponctuelle et l'�espace propreassoci�e est de dimension �nie.Application : �etats propres des Hamiltoniens en m�ecanique quantique.
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