Utilisation de la dimension finie en analyse.

1 La dimension finie pour elle méme [ZQ95, p.232]

On se place sur un espace vectoriel £ de dimension finie n sur un corps K qui est soit R soit C.
Une fois choisie une base, on le suppose muni de la norme produit sur K", la norme infinie ||.||so-

1.1 Compacité et dimension finie

Théoréme 1.1. Les parties compactes de E sont les fermés bornés.

Théoréme 1.2. Sur E, toutes les normes sont équivalentes.

Remarque. Ainsi, toute norme sur E définie la topologie usuelle issue de la norme ||.||oo sur K*. On
supposera donc dans la suite £ muni d’une norme ||.|| quelconque.

Théoréme 1.3. (E,||.||) est un espace vectoriel normé complet (espace de Banach).

Théoréme 1.4. DE RIESZ Soit F' un espace vectoriel normé de boule unité fermée B. F' est de dimen-
sion finie si et seulement si F' est compacte.

Définition 1.1. Soient (E1,|.|[1) et (E2,|.]|2) deux K-evn. On muni £L(E;,E») de la norme induite,
définie, pour f € L(E1,E2), par ||fl|z(e,,E,) = sup{llf(z)l2, * € B1}, ou By est la boule unité fermée
de E;. Si dim(E2) < 400, alors la valeur de cette norme est atteinte.

Théoréme 1.5. CONTINUITE AUTOMATIQUE Soient (E1,||.|[1) et (Ea,||.||2) deuz K-evn avec dim(Es) <
+o00. Toute application multilinéaire f : E1 — E» est continue. En particulier une application linéaire
u : B — FEy est continue.

Théoréme 1.6. D’AUERBACH [ZQ95, P.160] Il existe une base (e1, ... ,e,) de E, normée (ie ||e;|| = 1)
telle que la base duale soit aussi normée, ie: x =Y ;  ze; € E=Vie {1,...,n},|z;| < |z
Remarque. Si la norme était issue d’un produit scalaire, il suffirait de choisir une base orthonormeée.
C’est pour cela que ’on appelle une base d’Auerbach une base pseudo orthonormée.

Théoréme 1.7. PROJECTION ET DIMENSION FINIE Soit X un K-evn, FE et F deur sous espaces avec
dim(E) < 400 et F fermé. Alors:

— E+ F est un sous espace fermé de X .

~ Il existe un projecteur linéaire continu P : X — E, avec X = E @ ker(P) (somme directe
topologique), vérifiant de plus ||P|| < n.

1.2 Etude topologique de GL,(R) [MT86, p.11]
2 Interpolation polyn6miale

2.1 Interpolation de Lagrange [RT93, p.79]

On se donne une partie K compacte connexe d’intérieur non vide de R", un ensemble ¥ = {a; }évzl
de points de K, et un espace vectoriel P de dimension finie composé de fonction de K dans R.
Définition 2.1. ¥ est dit P-unisolvant ssi: V{a;}Y, € RN, 3lp € PVi € {1,...,N}, p(a;) = a;. Ceci
permet de définir une base de P, les fonctions {p;}}, telles que p;(a;) = d;;. L'opérateur IIp qui &
une fonction f définie sur K associe la fonction interpolée Ilp(f) = Ef\i o f(ai)p; est un projecteur.



Exemple 2.2. ELEMENTS FINIS SIMPLICIAUX On prend pour K un n simplexe de R?, sur lequel on
définit les coordonnées barycentriques {\;}7+'. Pour k > 0 on considére Py I'espace des polynomes de
degré inférieur & k, de dimension Cﬁ k> ainsi que 'ensemble:

Yy = {:1: eRN;Vie{1,....n+ 1}, \i(z) € {0,1/k,...,1 — 1/k,1}}, qui est unisolvant pour P,. Dans
le cas de R? (K est alors un triangle), pour Py (polynémes constants) celd revient a interpoler au
centre du triangle, pour P sur les trois sommets, et pour P» sur les trois sommets et les trois mileux

des cotés.

Théoréme 2.1. FORMULE D’ERREUR [Dem96, p.23] On considére le polynéme d’interpolation py, de
f et ([a,b)) enn+1 points zg < ... < zy, de [a,b]. On a alors : || f —Ppl|oo < ﬁm||7rn||oo||f"+1||oo.
Sans hypothése sur la répartition des x;, on n’a pas forcément convergence um'jsorme des p, quand le

pas de la subdivision diminue (phénoméne de Runge, [Dem96, p.36]).

2.2 Fonctions matricielles [Gan66, p.96]

Soit A = (aij)i<ij<n € Mp(K) une matrice carrée, et f : K = K. On sait donner un sens a f(A)
dans le cas ou f est un polynéme. On suppose que ma(A) = [[7_; (A — A;)™ est le polynéme minimal
de A.

Théoréme 2.2. Soit f une fonction suffisamment réguliére définie sur le spectre de E.On définit sans
ambiguité la matrice f(A) en posant f(A) = g(A), ot g est un polynéme prenant les méme valeurs que
f sur le spectre de A, ie: Vi€ {1,...,s},Vj €{0,...,m; — 1}, gD () = FON).

Remargue. On peut prendre f(A) = r(A), ou r est le polynoéme d’interpolation de Lagrange-Sylvester
sur le spectre de A, qui est de degré inférieur & m4. Un moyen de calcul de r est de ’exprimer sous
la forme d’une somme: 7(A) = Y p_; {ar + are (A — M) + ...+ agm, (A — M) ™71} R (X), on pF(N)
est le polynéme %, et ’expression entre crochet est le début du développement de Taylor de
f(X) en Ag. On peut aussi regrouper les termes en fonction des valeurs de f sur le spectre:

r(A) =5 {fOw) Zk1 + - .. + F™ D (Ng) Zim, }, ot les matrices Z;; sont déterminées une fois pour
toutes en fonction de A.

Exemple 2.3. CALCUL DE L’EXPONENTIELLE DE MATRICE L’équation différentielle qui régit 1’évolu-
tion de la vitesse d’un point au voisinage de la surface terrestre est ?Tg = g — 2w A v, dont l'intégration
demande le calcul de 'exponentielle de Az = —2w A x. On a m4(\) = A(A\? + 4w?), d’oi1 le polynéme

d’interpolation de Lagrange de e® sur Sp(A) = {0,2wz, — 2wz} : r(A) =1+ Sinéiwt))\ + 12 ZZZ(M) 22,

2.3 Autres approximations polynomiales

On se place sur (C([a,b]),||-|loc), on considére le sous espace P,, des polyndmes de degré inférieur a
n et f € C([a,b]). On cherche un polynéme de meilleur approximation uniforme ([Dem96, p.39]).
Définition 2.4. On dit que g € C([a,b]) équioscille sur k + 1 points z9 < ... < z de [a,b] ssi:
Vi €{0,....k}, g(zi) = |lgll et Vi € {0,....k — 1}, g(zi) = —g(zit1)-
Théoréme 2.3. Pour tout n, il existe un unique g, € P, qui réalise le minimum de la distance d(f,P,,).
Il est caractérisé par le fait que f — q,, équioscille sur n + 2 points de [a,b).
Exemple 2.5. On considére les polynoémes de Tchebitchev :
tni1(x) = cos((n + 1)arccos(z)) = 2"(z"! — gn(x)). Comme t, équioscille sur les n + 2 points
{zniﬂ}::—o de [0,1], gn est le polynéme de degré n de meilleure approximation uniforme de z"*!, ie

27,41 est le polynéme unitaire de degré n ayant la plus petite norme uniforme.



Théoréme 2.4. POLYNOMES DE BERNSTEIN [PoM94, P.176] Pour f € C([0,1],C), on construits les
polynomes de Bernstein: Bn(f)(z) = Y p_oC¥f (%) zF(1 — )" *. IIs convergent uniformément vers
[ sur [0,1].

2.4 Formules de quadrature [Dem96, p.59]

On considére une subdivision @ = ap < ... < a = (. Pour chaque intervalle élémentaire, on
construit une méthode de quadrature élémentaire de la forme f(z"“ [~ (aiy1 — o) E;'i:o wij f (&),
avec &;; € [oy,ai41] et Z;-i:() wij = 1.

Définition 2.6. La méthode sera dite d’ordre N si elle est exacte pour les polynémes de degré inférieur
a4 N, et inexacte pour au moins un polynéme de degré plus élevé.

2.4.1 Meéthodes de Newton-Cotes [Dem96, p.62]

Soit f € C([—1,1]) et py(z) = Zé‘:o f(7j)L;(z) le polynoéme d’interpolation de Lagrange aux I + 1
points équidistants 7; de [—1,1] (on a noté L; la base de Lagrange). La méthodes de Newton-Cotes de
rang [ est définie par: [!, f =~ 22;20 w;f(7j), avec w; = & [1 L;. Par changement de variable, on la
transfére aux intervalles [, 11].

Théoréme 2.5. L’ordre de la méthode estl sil est impair, et [+ 1 sinon. L’erreur commise pour une
fonction f de classe CN*t est majorée par %hNHHf(NH)H(ﬁ —a), ot Cy est une constantes
indépendante de h, le pas de subdivision.

2.4.2 Polyndmes orthogonaux [Dem96, p.51]

Soit w :]a,B[— R une fonction continue telle que Vn, faﬁ |z|"w(z)dx < 4o00. On considére l’espace
vectoriel E des fonctions de module carré intégrable pour le poids w(z), muni du produit scalaire
(.9) = [} f(@g(@)w(z)de.

Théoréme 2.6. Il eriste une unique suite {pn}nen de polyndmes unitaires de degré n deuz & deuz
orthogonauz pour (.,.). De plus, ces polynémes sont donnés par la relation de récurrence :

2
Pn(@) = (2 = An)pn1(2) — pnpn-2(x), avee Ay = The=tbozl) oy, — (Puol

Enfin, p, a n racines simples distinctes dans |a,b|.

2.4.3 Méthodes de Gauss [Dem96, p.73]

On cherche une formule approchée: ff f@)w(z)dr ~ Zé‘:o X f(zj) pour z; € [o,3].
Théoréme 2.7. Il existe un choizx et un seul des points x; et des poids \; de sorte que la méthode soit
d’ordre N = 2l + 1. Les points x; sont alors les racines du (I + 1)-iéme polynome orthogonal pour le
poids w sur |a,f].

3 Approximation des équations linéaires intégrales

3.1 Théorie de Riesz-Fredholm des opérateurs compacts [Kre99, p.28]

Théoréme 3.1. THEOREME DE RIESZ On considére un opérateur compact A : X — X sur X un
espace normé. Alors Uopérateur L = I — A a les propriétés suivantes :

- Ker(L) est de dimension finie, Im(L) est un sous espace fermé de co-dimension finie.



~ L est injectif ssi L est surjectif, et alors L™! est borné (ie continu).
— 1l existe un unique r € N appelé nombre de Riesz de l'opérateur A tel que :

(0} = Ker(L%) % Ker(L') # ... # Ker(L") = Ker(L') = ... (3.1)
D D D
X =Im(L%) #Im(L') # ... # Im(L") = Im(L" ") = ... (3.2)

Et on a la somme directe: X = Ker(L") @ Im(L").
De plus, on a lalternative de Fredholm : Im(L) = Ker(L*)*, ou K*: X' — X' est l'opérateur adjoint
de X (qui peut étre pris au sens d’un produit scalaire si X en est muni).

On se place désormais sur I'espace C'(D) des fonctions continues sur un compact mesurable D C RY
fermeture de son intérieur, muni de la norme ||.||s0, ainsi que du produit scalaire usuel sur L?(D).
Définition 3.1. OPERATEUR A NOYAU Soit K : D x D — R continue. On définit ’opérateur a noyau
A par la formule: =[,f D z,y)dy.

Théoréme 3.2. L opemteur A est compact, et son adjoint est l’opérateur a noyau associé au noyau
K*(.’E,y) = K(y,w)

Théoréme 3.3. APPLICATION AUX EQUATIONS INTEGRALES Pour l'opérateur A déja défini et pour
(f,9) € C(D)2, on considére les équations (E1) : ¢ — Ap = f et (E3) : ¢ — A% = g, ainsi que les
équations sans second membre (Hy) et (Ha). Alors on a lalternative :

— Ou bien les équations (Hy) et (Ha) n’ont que les solutions triviales p = 0 et 1p = 0, et dans ce cas
les équations (E1) et (Eo) admettent une unique solution ¢ € C(D) et ¢ € C(D) pour chaque
feC(D) etge C(D).

— Ou bien les équations (Hy) et (Hs) ont le méme nombre fini m de solutions linéairement indé-
pendantes, et dans ce cas, les équations (E1) et (E3) sont résolubles si et seulement st pour toute
solution ¢ de (H1) et toute solution + de (Hy) on a: [, f(x)¢(z)dr = [, g(x)p(x)dz = 0. Dans
ces conditions, la solution générale de (E1) s’écrit sous la forme: o = ¢ + Zk:l axpr ou @ est
une solution particuliere de (E1) et les (¢g)o<k<m forme une famille libre de solutions de (Hy).

3.2 Meéthodes de quadrature de Nystrom

On se donne des régles de quadrature (@) pour calculer 'intégrale du noyau, d’ou l'introduction
d’un nouvel opérateur A, : Vz € D, (App)(z) :== >4, agc")K(x mgc")) (x ,(Cn)) Alors, on va approcher
la solution ¢ de I’équation ¢ — Ay = f par la solution ¢, du probléme ¢, — App, = f.

Théoréme 3.4. METHODE DE NYSTROM Soit <pn comme décrit précédemment. Alors les valeurs

<,0§-n) = p(xj) sont solution du systéme linéaire (pj — > (n)gogc )K( g"),xén)) = f(:zg.n)).

Réciproquement, si on se donne une solution cpg- ") dy systeme précédent, alors la fonction ¢, définie

par: on(z) == f(z) + X5y agc")K(a: wgl)) (n) vérifie l’équation intégrale approché pour A,.

Théoréme 3.5. CONVERGENCE DE LA METHODE DE NYSTROM On suppose que les régles de qua-

drature (Qn)nen de notre méthode de Nystrom sont convergentes. Dans ce cas la méthode Nystrom est
. N . . n—oo

convergente point & point, ie Vo € C(D), App —— Ap, mais ne converge pas nécessairement en

norme.



3.3 Meéthodes de projection
3.3.1 Généralités

On se donne un opérateur A : X — X d’un espace de Banach X, ainsi qu’une suite de sous espaces
X, C X de dimension finie n. Soit alors P, : X — X, un projecteur sur X,,.
Définition 3.2. METHODE DE PROJECTION On considére I’équation: Ay = f, pour p et f € X. On
approxime cette équation par I’équation: P, Ap, = P,f pour ¢, € X,. Cette méthode de projection
est dite convergente si il existe un rang ng & partir duquel I’équation approchée admet une unique
. . n—00 N . . P . p
solution ¢y, et si ¢, —— @, oll ¢ est I'unique solution de ’équation de départ.
Théoréme 3.6. CONVERGENCE POUR LES EQUATION DE FREDHOLM DU SECOND TYPE Soit A

un opérateur compact avec I — A injectif. On suppose de plus que ’opérateur de projection converge
ponctuellement, ie Ppp LA . Alors la méthode de projection converge pour I — A, ie pour ’équation

de Fredholm du second type.

3.3.2 Meéthode de Galerkin

On suppose que X est un espace de Hilbert, et on prend pour P, la projection orthogonale sur P,. Si
u; est une base de X,,, on peut expliciter les équations obtenues: Vi € {1, ... ,n},{(pn—Apn,u;) = (f,u).

Théoréme 3.7. Soit A : X — X un opérateur linéaire compact sur un espace de Hilbert X tel que
I — A soit injgectif. Alors la méthode de Galerkin présentée plus haut converge pour I — A.
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